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Satz 5.38 (Struktur der Lösungsmenge linearer Gleichungssysteme)

Es sei A ∈ Km×n und b ∈ Kn. Ist x0 ∈ Kn eine Lösung von Ax = b, so
ist die Menge aller Lösungen gegeben durch

x0 + N(A) := {x0 + x : x ∈ N(A)} .



Gauß–Verfahren (siehe www.mathematik.uni-wuerzburg.de/∼roth/la1.html)

Geg.: A = (aj,k ) ∈ Km×n und b ∈ Km. Ges.: Alle Lösungen von Ax = b.
Wir setzen B := (A, b) ∈ Km×(n+1) und benutzen folgende Umformungen:
(1) Vertauschung der Zeilen von B.
(2) Vertauschung der Spalten von A.

(entspricht einer Umnummerierung der Unbekannten x1, . . . , xn)
(3) Ersetzen einer Zeile zj von B durch zj + αzk für ein α ∈ K und eine Zeile

zk mit k 6= j .
Bei diesen Umformungen bleibt die Lösungsmenge von Ax = b erhalten, bis
auf einer eventuellen Umnummerierung der xj wegen Operation (2).

0. Die Matrix A enthalte keine Nullspalte.
(Ansonsten kommt ein xk im Gleichungssystem gar nicht vor!)

1. Schritt: Durch Anwendung von (1) erhält man a1,1 6= 0.
2. Schritt: Durch Anwenden von (3) erhält man ein System der Form

a1,1x1 + a1,2x2 + . . .+ a1,nxn = b1

und das reduzierte System

a′j,2x2 + . . .+ a′j,nxn = b′j , j = 2, . . . ,m .

3. Schritt: Falls (a′j,k ) = 0, so beenden wir den Algorithmus. Ansonsten
vefahren wir mit dem reduzierten System analog, wobei zur Sicherung
von a′2,2 6= 0 evtl. Operation (2) durchzuführen ist.
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So fortfahrend erhalten wir das finale System in der Form

b1,1x1 + b1,2x2 + . . . + b1,k xk + . . . + b1,nxn = b′1
b2,2x2 + . . . + b2,k xk + . . . + b2,nxn = b′2

...
bk,k xk + . . . + bk,nxn = b′k

0 = b′k+1
...

0 = b′m

mit bj,j 6= 0 für alle j = 1, . . . , k .

Das finale System ist genau dann lösbar, wenn

b′k+1 = . . . = b′m = 0

gilt.

In diesem Fall können wir xk+1, . . . , xn beliebig wählen und dann die
xk , xk−1, . . . , x1 in dieser Reihenfolge aus dem finalen System
eindeutig ermitteln.
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