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4. Übungsblatt zur Komplexen Geometrie

(Abgabe: Donnerstag, den 20. November 2008, vor der Vorlesung)

4.1 Es sei G ⊂ C ein Gebiet und f eine konforme Abbildung von G auf D. Zeigen Sie, dass λG(z) |dz| :=
λD(f(z)) |f ′(z)| |dz| die maximale reguläre konforme Metrik auf G mit κλG

≤ −1 ist. Insbesondere ist
λG(z) |dz| unabhängig von der Wahl der konformen Abbildung f .
Bestimmen Sie λG(z) |dz| für G = KR(z0) = {z ∈ C : |z−z0| < R} und für G = {z ∈ C : Im (z) > 0}.

(2+1+2 P.)

4.2 Es sei λ(z) |dz| eine reguläre konforme Pseudo–Metrik und µ(z) |dz| eine reguläre konforme Metrik auf
D mit κλ(z) ≤ κµ(z) < 0 für alle z ∈ D. Ferner seien λ und µ stetige Funktionen auf D mit µ(z) > 0
für alle z ∈ ∂D und λ(z) ≤ µ(z) für alle z ∈ ∂D. Zeigen Sie: λ(z) ≤ µ(z) für alle z ∈ D. (4 P.)

(Hinweis: Analysieren Sie den Beweis des Lemmas von Ahlfors.)

4.3 Beweisen oder widerlegen Sie folgende Aussagen:

(a) Es sei λ(z) |dz| eine reguläre konforme Metrik auf D mit konstanter Krümmung −1. Dann ist
λ = λD.

(b) Es sei λ(z) |dz| eine reguläre konforme Pseudo–Metrik auf einem Gebiet G ⊂ C mit κλ ≤ −1 und
f : G → D eine holomorphe Funktion. Dann ist µ(z) |dz| := λ(z) |f(z)| |dz| eine Pseudo–Metrik
auf G mit κµ ≤ −1.

(c) Es seien λ(z) |dz| und µ(z) |dz| reguläre konforme Pseudo–Metriken auf D mit κλ(z) ≤ κµ(z) für
alle z ∈ D. Ferner seien λ und µ stetige Funktionen auf D mit µ(z) > 0 für alle z ∈ ∂D und
λ(z) ≤ µ(z) für alle z ∈ ∂D. Dann gilt λ(z) ≤ µ(z) für alle z ∈ D. (1+1+2 P.)

4.4 Es sei r > 1 und Kr := {z ∈ C : |z| < r}. Die Funktion f sei holomorph in Kr mit f(D) ⊂ D und
f(1) = 1. Zeigen Sie:

|f ′(1)| = lim inf
D3z→1

1− |f(z)|
1− |z|

.

(4 P.)


