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Satz 4.13
Auf G = C\{0, 1} gibt es eine vollstindige requlire konforme Metrik mit Krimmung < —1.

Zum Beweis von Satz 4.13 benéttigen wir den folgenden Hilfssatz.

Hilfssatz
Es seien A\(w) |[dw| und p(w) |[dw| reguldre konforme Metriken auf einem Gebiet G C C.
Dann gelten die folgenden Aussagen.

(a) Kea(w) = % - kx(w) fiir alle w € G und jede Konstante ¢ > 0.

(b) Kxp(w) = W/ﬁ)\(w) + Wﬁu(w) fiir alle w € G.
(c) Fiir v:= /A2 4 p2 gilt £, (w) < %m\(u}) + ‘:E—Z)’giﬂu(w) fiir alle w € G.

(d) Gibt es ki, ke € R mit ry(w) < —k% < 0 und r,(w) < —k3 < 0 fiir alle w € G, so

21.2
folgt fiir v := \/A\2 + p? die Abschiitzung r, (w) < —kngQ fiir alle w € G.
1 2

Beweis. Die beiden Aussagen (a) und (b) beweist man direkt mithilfe der Definition der
Kriimmung durch Nachrechnen.

Um (c) zu beweisen, setzen wir zur Abkiirzung f := A2, g := p? und h == f + g = v2

Dann gilt

2

1 = g AI0EA = 2 Alog [ = =2 (£ fuw = o f)

2
by = —— (9" Gww — Gu - 9w)

(h - hyw — hw - hw)

Ky = —

S

Daraus folgt mit einer (etwas lingeren) Rechnung
fgh(fQ'%)\'i‘gQ’iu_hQ’iu) :2‘]0'911} _g'fw‘2 > 0.
Also gilt ( ey + g2mu — h2/1,,) > 0. Dies ist die zu beweisende Abschétzung.
Zum Beweis von (d) beachten wir, dass aus (c)
f2aa+ gk _ —K1f? — kig?
Ky < <
T (fHg)? (f +9)?

folgt. Die zu beweisende Ungleichung ergibt sich somit aus

2 r2 2 2 k%k% 2
k ksqg® >
lf + 29 = k‘%—l—k‘%(f_‘_g) ;

d.h. aus
(K + k3) (kT £ + k39%) > ki3 (f + 9)* .
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Diese letzte Ungleichung ist dquivalent zu

ki f? + k3g? > 2kik3fg <= (K f +k3g)* > 0.

Beweisidee von Satz 4.13. Wir starten mit der durch

\/1+\w\3\/1+\w—1|

] o — 13

induzierten Metrik 7(w) |[dw|. Wie im Beweis von Satz 2.23 gezeigt, ist 7(w) |dw| fiir ge-
eignetes € > 0 eine regulire konforme Metrik auf C\{0, 1} mit k) < —1. Allerdings (siehe
Aufgabe 10.3) ist 7(w) |dw| nicht vollsténdig fur C\{0,1}. Wir ,verkleben® 7(w) |dw| mit
der vollstdndigen hyperbolischen Metrik Ap/(w) |dw| der punktierten Einheitskreisscheibe
D" und erhalten so eine regulire konforme Metrik A\; (w) |dw| auf C\{0,1}, die ,,vollstindig
bei w = 0“ ist, d.h. dy, (wp,wy) — +oo fiir n — oo fiir jede Folge (w,) C C\{0,1}
mit w, — 0. Entsprechend behandelt man den Randpunkt w = 1 und den ,,Randpunkt

w = 00*.

Beweis von Satz 4.13. Es sei ¢ : C — R eine unendlich oft differenzierbare Funktion
mit

1 lw| <1/3
dpw) =40<p(w) <1 fiir 1/3 < |w| <1/2
0 lw| >1/2.

Beispielsweise kann man mit

o) = {exp(—l/m) fiir > 0

0 fir x <0

durch
Y(lw| —1/3)
Y(lw| = 1/3) +¢(1/2 — |w|)

eine solche Funktion definieren. Dann setzen wir

n(w) := ¢(w) - Apr (w)

d(w):=1—

und
u(w) == n(w) + n(w — 1) + ﬁna/w) .

Man beachte, dass p auf C\{0,1} beliebig oft differenzierbar ist. Fiir w € Kj/3(0) gilt
n(w) = Apr(w), d.h. ku(w) = Ky, (w) = —1 fiir alle w € K;/3(0). Analog folgert man
kp(w) = —1 fiir alle w € Ky /3(1) U{w € C = |w| > 3}.

Schliefilich sei

= V7(w)2 + Bu(w)?
fiir 3 > 0. Wir zeigen, dass die reguléire konforme Metrik \(w) |duw|
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(i) fir jedes B > 0 vollstiandig fiir C\{0, 1} ist; und
(ii) fiir geeignetes § > 0 Kriitmmung < —1/2 besitzt.

Zu (i): Da Aps(w) |dw| vollsténdig fiir I’ ist, ergibt sich, dass A(w)|dw| vollstéindig fiir
C\{0,1} ist.

Um dies einzusehen, beachte man, dass pu(w) = n(w) = Apr(w) fiir alle w € K;/3(0)\{0}
gilt. Daraus folgt A(w) > /¢ - Ap/(w) fiir alle w € K1/3(0)\{0}. Hieraus ergibt sich
d5 (wp, 1/6) — o0 fiir jede Folge (w,) C K;/3(0)\{0} mit w, — 0.

Analog folgert man d;(wy,5/6) — +oc fiir jede Folge (w,) C Ki/3(1)\{1} mit w, — 1
und d; (wy, 3) — +oo fiir jede Folge (wy,) C {w € C : |w| > 3} mit |w,| — +o0.
Insgesamt schlieit man d(wy, 1/2) — o0 fiir jede Folge (w,,) C C\{0, 1} ohne Haufungs-
punkt in C\{0, 1}.

Zu (ii): Sei Q := K;;5(0) U Kyjo(1) U{w € C : |w| > 2} und w € C\Q. Dann gilt
AMw) = 7(w) und daher w5 (w) < —1. Nun sei w € C\{0,1} mit s,(w) = —1. Dann ist

kg, (w) = —1/8 und £ (w) < —ﬁ nach dem Hilfssatz (Aussage (d)). Fiir 5 < 1 ist also

ﬂ;\(w) < —%.
Nun sei

M:={weC:1/3<|w|<1/2}U{weC:1/3<|w-1|<1/2}U{weC :2< |w <3}

und w € M. Dann ist

2 N

Mw):\/ (VB-2a@)) + (VI“B- 7). hiw) = /7P + aw)?.

Aus dem Hilfssatz (Aussage (c)) folgt daher mithilfe von

1 1
fypa W) = grs, (W), KR (W) = gk (w)

die Abschéitzung

ks (w) < BAL(w) s, (w) + (1 = B)r(w)*hir(w)
e (r(w) + Br(w)) -

Der Ausdruck auf der rechten Seite hingt stetig von w und 3 ab und ist auf M x {0}
negativ:
ki (w) = k- (w) < =1 fiir alle w € M und = 0.

Es gilt also r5(w) < —1/2 fiir alle w € M falls 8 > 0 hinreichend klein ist (M ist
kompakt !).

Aus (i) und (ii) folgt: A(w) |dw| := A(w)/v/2 |dw| ist eine auf C\{0, 1} vollstéindige regulire
konforme Metrik mit Krimmung < —1 |



