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MATHEMATIK FUR PHYSIKER I

0 Grundlagen

0.1 Grundbegriffe der Logik
0.2 Grundbegriffe der Mengenlehre
0.3 Relationen und Abbildungen

0.4 Natiirliche Zahlenridume

Z ist beziiglich + , - , < eine totalgeordneter nullteilerfreier kommutativer Ring mit Einselement.
Q ist beziiglich + , - , < eine totalgeordneter Korper.
Z und @ sind abzdhlbar unendliche Mengen.

0.5 Die reellen Zahlen

Definition

(M, <) sei eine linear geordnete Menge und A C M eine Teilmenge.

1. A heit nach oben beschrdinkt, wenn eine obere Schranke s € M existiert mit der Eigenschaft
Vaca a < s. (Analog: nach unten beschrinkt, untere Schranke, beschrinkt).

2. Ein Element sg € M heifit Supremum (obere Grenze) von A, sy = sup A, wenn es kleinste obere

Schranke von A ist, d.h. wenn fiir jede andere obere Schranke s gilt: s > sg.
(Analog: Infimum (inf A) = grifite untere Schranke)

Definition
Ein linear geordneter Korper heifit (ordnungs-)vollstindig, wenn er die Supremumseigenschaft besitzt
d.h. wenn jede nicht leere nach oben beschriankte Teilmenge ein Supremum besitzt.

Hauptsatz
Die Menge IR der reellen Zahlen bildet einen (ordnungs-)vollstindigen linear geordneten Koérper.
Er ist der kleinste (ordnungs-)vollstéindige Erweiterungskorper von Q.

Eigenschaften von IR

1. IR ist archimedisch angeordnet, d.h. ¥, em+ Tnew n-x >y .

2. Q liegt dicht in IR, d.h. zwischen je zwei reellen Zahlen liegt eine rationale:
Veyer (2 <y = Tpeqz<p<y).

3. (Ezistenz von Wurzeln)
Vy>0 Vnew Jlaso 2" =y . (Schreibweise: x = {/y oder z = yt/m J)

4. (Prinzip der Intervallschachtelung)

Jede monoton fallende Folge von abgeschlossenen Intervallen besitzt einen nicht leeren Durch-
schnitt.

5. IR ist tberabzdhlbar.

0.6 Die komplexen Zahlen

C = {z +iy|z,y € R} ist ein Erweiterungskérper von IR, in dem die Gleichung z? = —1 genau die
Losungen z = £i besitzt, der aber keine mit den arithmetischen Operationen vertrégliche Ordnungs-
struktur besitzt.



1 Konvergenz und Stetigkeit in IK = IR oder C

1.1 Topologische Grundbegriffe

A. Die (reelle und komplexe) Betragsfunktion x € IK — |z| € IR definiert eine Norm in IK, d.h. sie
besitzt die Eigenschaften:
(N1) Positive Definitheit Ve lz| >0 A (Jz] =0 < ==0)
(N2) Positive Homogenitit Viex Vaem | A z|=]A] |z]
(N3) Dreiecksungleichung ~ Vaex Vyex |z +y| <|z|+y].
Durch d(z,y) := |y — x| wird der Abstand zweier Elemente z, y € IK gemessen.

B. Eine Teilmenge der Gestalt U.(xg) := {x € K| |z — 2| < €} mit € > 0 heifit e-Umgebung des
Punktes zy € IK. Obermengen von e-Umgebungen heiflen einfach nur Umgebungen von x .

C. Eine Teilmenge @ in IK heifit offen, wenn jeder Punkt z € @ eine e-Umgebung von  mit U, () C Q
besitzt.

D. Eine Teilmenge A in IK heiit abgeschlossen, wenn ihr Komplement O A = IK \. A offen ist.

E. Eine Teilmenge A in IK heif3t kompakt, wenn sie abgeschlossen und beschrinkt ist.
(Dabei heifit A beschrinkt, wenn es ein R > 0 gibt mit V,ca |2| < R.)

1.2 Zahlenfolgen

Definition

Eine Zahlenfolge (z; € IK)rew heiBt konvergent, wenn es eine Zahl x € IK gibt, so dafl in jeder e-
Umgebung von x fast alle Folgenglieder liegen (d.h. alle bis auf endlich viele Ausnahmen).
(Prazisierung: Veso ImeN Vism |2 — 2] <€ .)

2 heifit dann Grenzwert oder Limes der Zahlenfolge.

Schreibweise: (1) — x oder lim z =z .

k—oo

Eine Zahlenfolge heifit divergent, wenn sie nicht konvergent ist.

Satz 1.2.1
Jede konvergente Folge ist beschrinkt (d.h. 3rso View |2k | < R), und ihr Grenzwert ist eindeutig
bestimmdt.

Folgerung: Jede unbeschrinkte Zahlenfolge ist divergent !

o .1 . 1
Beispiele: V,en klingoﬁ =0 , Vpen klinoloﬁ =0
Die Folge (z*)ren (z € IR) konvergiert fiir |z| < 1 gegen 0, fiir x = 1 gegen 1 und divergiert sonst.

Satz 1.2.2 (Rechenregeln fiir konvergente Zahlenfolgen)
Falls (zy, € K)gew und (yx € IK)rew konvergieren, so existiert auch

a) lim (zrp+yr) = lim zp+ lm ye
k—oo k—oo k— oo
b) lim (zx-yx) = lim - lim yp
k—oo k—oo k—o0o
1 1
c) lim — = — , falls lim zy # 0,
k—oo Tf lim k—o0
k—oo
d) lm |z | = | lim x| .
k—oo k—oo
Satz 1.2.3

(zk € R)ken und (yx € IR)ken seien konvergente Zahlenfolgen.
a) Wenn fiir fast alle k € IN gilt 2, < yi, dann ist auch klim T < klim Yk -
—00 —00

b) (Sandwich-Theorem)
Ist (ar € R)ken eine weitere Zahlenfolge mit xy < aj < yy, fiir fast alle k£ € IN, und gilt
klim T = klim Yyr = a, so konvergiert auch (ag)ren mit klim ar = a.
—00 —00 —00



Beispiele: V.0 klim Sa=1 klim V=1

Definition

Eine Zahlenfolge (zp € IR)rew heifit monoton wachsend, wenn View xx < Tr41 , streng monoton
wachsend, wenn VieN p < Tp41 , entsprechend (streng) monoton fallend, und (streng) monoton,
wenn sie (streng) monoton wichst oder fillt.

Satz 1.2.4 (Konvergenzkriterium fiir monotone Zahlenfolgen)
Eine monotone Zahlenfolge konvergiert genau dann, wenn sie beschrénkt ist.

Beispiel
1\F “\ 1
e::klirlgo(1+k) :nIL»H;o Z@ € ]2,3]
k=0
Definition

Ein Punkt x € IK heifit Haufungspunkt der Zahlenfolge (x) € IK)remw, wenn in jeder e-Umgebung von
x unendlich viele Folgenglieder liegen.

Definition
Ist (z € IK)gew eine Zahlenfolge und [ € IN — k; € IN eine streng monoton wachsende Folge von
Indizes, so heiit die Folge (z,)iew eine Teilfolge von (zg)keN.

Satz 1.2.5 (Satz von BOLZANO-WEIERSTRASS)
1. Jede beschrinkte Zahlenfolge in IK besitzt mindestens einen Haufungspunkt.
2. Jeder Haufungspunkt einer Zahlenfolge in IK ist Grenzwert einer konvergenten Teilfolge.

Zusatz

Jede beschrankte reelle Zahlenfolge besitzt auch einen gréfiten und einen kleinsten Haufungspunkt.
Bezeichnungen:

Limes superior (z = limx), = limsup x,) := grofiter Haufungspunkt von (z3)rew ,

Limes inferior (x = lim xy, = liminf z) := kleinster Hiufungspunkt von (xx)ken -

Definition
Eine Zahlenfolge (z) € IK)grew heifit Cauchyfolge, wenn Veso Jmew Viism |2 — 21| <€ .
(Die Abstéinde zwischen den Folgengliedern werden beliebig klein.)

Satz 1.2.6 (CAUCHYsches Konvergenzkriterium fiir Folgen)
Eine Zahlenfolge in IK konvergiert genau dann, wenn sie eine Cauchyfolge ist.

Definition

Eine Zahlenfolge (z, € IR)iemw heiit uneigentlich konvergent oder bestimmt divergent gegen +o0o (bzw.
—00), wenn gilt: V>0 AmeN Vism Tk > 1 (bzw. z, < —r).

Schreibweise: () — 400 (bzw. —00) oder klirrgo xp = +oo (bzw. —c0) .

1.3 Zahlenreihen

Definition
1. Ist (2 € IK)rew eine Zahlenfolge, so heifit die Folge (s, € K) e der Partialsummen
Sn 1= Y_p_y Tk = L1+ - +x, eine unendliche Reihe, bezeichnet mit 77 ) xp := (3, T),, oy -
2. Bei einer konvergenten unendliche Reihe (22:1 xk>l N heiit der Grenzwert
€

She @ = lim ), xy die Summe der unendlichen Reihe.
n—oo



Satz 1.3.1 (Notwendiges Konvergenzkriterium fiir Reihen)
Die Glieder zj, einer konvergenten unendlichen Reihe >~ ; 2 in IK bilden eine Nullfolge.

Satz 1.3.2 (CAUCHYsches Konvergenzkriterium fiir Reihen)
Eine Reihe Y 7o | 7% in IK konvergiert genau dann, wenn  Veso Jmen Visj>m | ZL:;’H xp| <e.

Beispiele

1. Die geometrische Reihe Z;OZO x* konvergiert fiir |z| < 1 gegen ﬁ und divergiert sonst.
2. Die harmonische Reihe Y, % divergiert, obwohl die Glieder eine Nullfolge bilden.
Definition

Eine unendliche Reihe ZZ’;I zk in IR, deren Glieder x; abwechselnd positiv und negativ sind, heiflt
eine alternierende Reihe.

Satz 1.3.3 (LEIBNIZsche Regel)
Eine alternierende Reihe, bei der die Betriage der Glieder eine monotone Nullfolge bilden, ist konver-
gent.

k+1 1
k

Beispiel: Die alternierende harmonische Reihe > 7~ (—1) konvergiert (gegen log2 = In2).

Definition
Eine unendliche Reihe "o | zj in IK heiBt absolut konvergent, wenn die (reelle) Reihe Y ;7 | |z | der
Betrage konvergiert.

Satz 1.3.4
Eine absolut konvergente Reihe konvergiert. Die Umkehrung ist i.a. nicht richtig.

Satz 1.3.5
Eine Reihe in IR mit nicht negativen Gliedern konvergiert genau dann (absolut), wenn die Folge der
Partialsummen beschrankt ist.

Beispiel: Die Reihe Y .7, 5 konvergiert (gegen m%/6).

Definition
Eine reelle Reihe Y2, ¢, mit nicht negativen Gliedern heifit eine Majorante der Reihe Y 7o | zj in
IK, wenn fiir fast alle k € IN gilt |z | < ck.

Sie heifit eine Minorante der Reihe Zz‘;l zp in IR, wenn fiir fast alle k € IN gilt x, > c.

Satz 1.3.6 (Majoranten-/Minoranten-Kriterium)
Jede Reihe in IK mit einer konvergenten Majorante konvergiert absolut.
Jede Reihe in IR mit einer divergenten Minorante divergiert.

Satz 1.3.7 (Quotientenkriterium)
Eine reelle oder komplexe Reihe >~ | x) konvergiert absolut, wenn es ein ¢ € IR mit 0 < ¢ < 1 gibt

Tk+1
Tk

Tk+1
Tk

mit ‘ < g fiir fast alle k € IN, und divergiert, wenn > 1 fiir fast alle k € IN..

Satz 1.3.8 (Wurzelkriterium)
Eine reelle oder komplexe Reihe >~ | x) konvergiert absolut, wenn es ein ¢ € IR mit 0 < ¢ < 1 gibt

mit ¥/ x| < ¢ fiir fast alle k € IN, und divergiert, wenn ¥/]x;, | > 1 fiir unendlich viele k € IN.

Folgerung

Eine reelle oder komplexe Reihe Y 7 |z
— |z x

konvergiert absolut, wenn  lim e P , und divergiert, wenn  lim ML S ,  bzw.
k—oo | T k—oo| Tk

konvergiert absolut, wenn kﬁ ¥]zr| <1, und divergiert, wenn km ¥z > 1.
—00 — 00



1.4 Stetige Funktionen

Wir betrachten Funktionen einer Verdnderlichen f : D C IR — IK , =+ f(z). Ihr Definitionsbereich
D sei stets ein (nichttriviales) Intervall oder eine Vereinigung solcher Intervalle.

Definition o
Sei f: D C IR — IK eine Funktion und xg € D. f konvergiert bei Anniherung von x an zy gegen
den Grenzwert ¢ € IK, wenn fiir jede Folge (x € D)gen mit View xx # o , klim T = xg die
zugehorige Bildfolge (f(x) € IK) ke gegen ¢ konvergiert, also klim flzp) =c gilt.

— 00

Schreibweise:  f(z) 7=z; ¢ oder lim f(z)=c.

T—T

Analog
Konvergenz von links gegen den linksseitigen Grenzwert ¢ :  f(x) ooz, ¢ oder lim flz)=c,
T—To
Konvergenz von rechts gegen den rechtsseitigen Grenzwert ¢ : f(z) ;=.7 ¢ oder lim f(z) =c,
$—>$0

uneigentliche Konvergenz gegen den Grenzwert ¢ :  f(x) 752 ¢ oder lirin flz)=rc,
T— OO0

Konvergenz gegen den uneigentlichen Grenzwert o0 :  f(x) 7=z £ oo oder lim f(r) = Fo0

T—xo
und weitere Varianten.
Definition
Eine Funktion f : D ¢ R — IK heifit ém Punkte zo € D stetig, wenn der Grenzwert lim f(z)

T—x0

existiert und gleich f(zg) ist. Sie heifit (auf D) stetig, wenn sie in jedem Punkt xzo € D stetig ist.
Analog: Linksseitige und rechtsseitige Stetigkeit.

Satz 1.4.1 (Folgenkriterium fiir Stetigkeit)

f: D C IR — IK ist genau dann in xzg € D stetig, wenn fiir jede gegen xy konvergente Folge

(zx € D)renw die Bildfolge (f(zr) € K)gew gegen f(xg) konvergiert, also klim flag) = f(klim Tk)
— 00 —00

gilt.

Satz 1.4.2

Summen, Produkte und Quotienten stetiger Funktionen sind auf ihrem Definitionsbereich stetig, eben-
so die Betragsfunktion x — |z| sowie die reellen Wurzelfunktionen z +— ¢/z in IRg.

Auch die Komposition (Verkettung) stetiger Funktionen ist stetig.

Folgerung

Polynome © € R +— p(z) = Y apz® € K (vom Grade m € INy, falls a,, # 0) sind auf R

stetig, ebenso rationale Funktionen x — pESC; mit Polynomen p, ¢ Z 0 auf ihrem Definitionsbereich
q(x

IR \ {Nullstellen von ¢}.

Satz 1.4.3 (¢ - 0 - Kriterium fiir Stetigkeit)
Eine Funktion f: D C IR — IK ist genau dann in zg € D stetig, wenn gilt

Ves0 J550 Veen ([ — x| <0 = [f(2) = flzo)| <e),

also zu jeder e-Umgebung U, (f(x¢)) eine 6-Umgebung Us(x¢) existiert mit f[Us(xo)ND] C U.(f(xo)).

Exotisches Beispiel

Die DIRICHLET-Funktion f: R » R , o 4 | 00 2€Q ist iiberall unstetig.
’ 0 frze R\Q

Satz 1.4.4 (Permanenzprinzip)

Ist die Funktion f : D C IR — IR in ¢ € D stetig und gilt f(z¢) > 0, so gibt es eine ganze e-Umgebung

von xo mit f(z) > 0 fiir alle z € Us(z9) N D.



Satz 1.4.5 (Kompaktheitssatz)
Bei einer stetigen Funktion f: D C IR — IK ist das Bild f[K] einer kompakten Menge K C D wieder
kompakt (also abgeschlossen und beschrénkt).

Satz 1.4.6 (Satz vom Maximum und Minimum)
Eine stetige Funktion f : K C IR — IR auf einer (nicht leeren) kompakten Menge K ist beschrinkt
und besitzt ein (globales) Maximum und Minimum.

Satz 1.4.7 (Zwischenwertsatz)
Die Funktion f : [a,b] C IR — IR sei stetig. Dann existiert zu jedem Wert ¢ zwischen f(a) und f(b)
ein z € [a,b] mit f(x) =c.

Folgerung 1 (Nullstellensatz von BOLZANO)
Eine stetige Funktion f : [a,b] C IR — IR mit sgnf(a) # sgnf(b) besitzt in [a,b] mindestens eine
Nullstelle.

Folgerung 2

Das Bild eines beliebigen Intervalls I C IR unter einer stetigen Funktion f : D C IR — IR mit I C D ist
wieder ein Intervall, insbesondere das Bild eines abgeschlossenen Intervalls wieder ein abgeschlossenes
Intervall.

Satz 1.4.8
Eine stetige Funktion f : I — IR auf einem Intervall I C IR ist genau dann injektiv, wenn sie streng
monoton (wachsend oder fallend) ist.

Satz 1.4.9
Die Funktion f : I € IR — J C IR sei auf dem Intervall I stetig und bijektiv. Dann ist auch die
Umkehrfunktion f~' : J — I stetig.

1.5 Funktionenfolgen und -reihen, insbesondere Potenzreihen

Definition

Eine Funktionenfolge (fr : D C IR — K)pemw heiit (punktweise) konvergent, wenn fiir jedes x € D die
Zahlenfolge (fr(x) € IK)gemw konvergiert. Die Funktion f = klgl(r)lo fio:D—-K,z— f(z)= kh—>H<>lo fr(x)
heifit dann Grenzfunktion der Folge.

Entsprechend ist die (punktweise) Konvergenz einer Funktionenreihe > -, fi sowie ihre Summen-
funktion s = nllngo Y py [ erklirt.

Definition
Eine Funktionenfolge (fr : D C IR — IK)xew heiit gleichmdfig konvergent gegen die Funktion
f: D — IK, wenn gilt

Ves0 Tmen Vizm Vaep [fr(z) — f(2)] <e.

Entsprechend fiir Funktionenreihen.

Veranschaulichung bei reellen Funktionenfolgen:
Die Graphen der Glieder fj liegen fiir K > m ganz in einem e-Streifen um die Grenzfunktion f.

Bemerkung
Jede gleichmiiig konvergente Funktionenfolge (-reihe) konvergiert auch punktweise, und zwar gegen
ihre Grenzfunktion (Summe). Die Umkehrung gilt jedoch nicht.

Satz 1.5.1
Fiir alle k € IN sei f : D C IR — IK stetig. Dann gilt:
a) (fr)kenw gleichméfig konvergent = f = klim fr stetig

b) (O-r_; fe)nen gleichméBig konvergent = s=73Y 7, fi stetig .



Satz 1.5.2 (Majoranten-Kriterium fiir gleichméfige Konvergenz)
Die Funktionenreihe Y ;2 | fr mit Vien fx : D C IR — IK besitze eine konvergente Majorante, d.h.
eine konvergente Reihe ) ;7 | ¢ in IR mit nicht negativen Gliedern cy, fiir die gilt

|fr(x)] <cp firalle z € D und fast alle k € IN.

Dann konvergiert Y.~ fi (absolut und) gleichméBig in D.

Definition
Es sei (a; € IK)gew eine Zahlenfolge und z¢ € IK. Dann heifit eine Funktionenreihe der Form
x>0, ak (z —x0)F mit © € K eine Potenzreihe mit Entwicklungspunkt xo und Koeffizienten ay,.

Satz 1.5.3
Zu einer Potenzreihe Y 7 o aj ( — z0)" in IK gibt es genau ein R € [0, +oo] mit den Eigenschaften:
1. Fiir alle £ mit |x — 29| < R konvergiert die Potenzreihe absolut.

2. Fiir alle  mit |x — 29| > R divergiert die Potenzreihe.
R heiBBt Konvergenzradius, die Umgebung Ur(z¢) Konvergenzkreis bzw. (in IR) Konvergenzintervall
der Reihe.

Satz 1.5.4
Fiir den Konvergenzradius R einer Potenzreihe Y7 ax(z — 20)* in K gilt
1. R=1/ klim las < oo (falls dieser Grenzwert existiert) ,

—00

2. R=1/ km ¥]ar| < oo (Formel von HADAMARD) .

1 1
(Man setzt dabei — = +00 und — =0.)
0 +00

Beispiele

1. Geometrische Reihe: Y77 2% = -1 R=1.

2. Exponentialreihe: Yoo i =expr=:1¢"; R=o00.

3. Binomialreihe: Yoo (D ak =1 +z) R = oo fiir o € INg, R =1 sonst .
Satz 1.5.5

Eine Potenzreihe Y - ax(z — z9)* in IR mit Konvergenzradius R > 0 konvergiert in jedem abge-
schlossenen Intervall [zg — 7,z + r] mit 0 < r < R gleichmdfig und definiert somit eine im ganzen
Konvergenzintervall |xg — R, xg + R|[ stetige Funktion.

Satz 1.5.6 (Multiplikation von Potenzreihen)

z = f(z) = Ypeparz® und z — g(z) = S 72, bra” seien zwei durch Potenzreihen dargestellte
Funktionen in IK mit Konvergenzradien R; > 0 und Rz > 0. Dann wird das Produkt = — f(x) - g(x)
fiir || < min{Ry, R} durch die Cauchy-Produktreihe Y2 o (> _o arbr—j)x" dargestellt.

Beispiele

Lexpz=Y,"gma" = (expz)?=3"7, & (22)" =exp(2z)
und auch (expz) - (expy) = exp(z + y) ,

2. = =302k = ﬁzch;o(r—i—l)xr fir |z| < 1.

Erginzung

Man kann auch durch Potenzreihen dargestellte Funktionen

o fl@) = Yty avat L@ o gla) = Y5 biat
mit g(0) = by # 0 dividieren und erhélt eine in der Umgebung von x = 0 definierte Potenzreihendar-
stellung von z — f(z)/g(x).
Auch die Komposition go f solcher Funktionen lét unter bestimmten Voraussetzungen wieder durch
eine Potenzreihe darstellen. [Einsetzen, auspotenzieren und nach Potenzen von z ordnen.]



1.6 Spezielle Funktionen [Literatur: Blatter, Christian: Analysis 1 (4. Auflage), S.173 — 196]

1.6.1 Die Exponential- und die Logarithmus-Funktionen

z2e€C — expz=eii=) o 42t €C (Komplexe) Exponentialfunktion
te€R +— expzr=e’:i=) 52" €R (Reelle) Exponentialfunktion
zre€RT — logr=khz:=exp 'zclR (Natiirlicher) Logarithmus

re€R — exp,z=a":=exp(z-loga) e R Allgemeine Potenz zur Basis a € IR
reR" — log,z:=logz/loga e R Logarithmus zur Basis a € R™ ~ {1}

1.6.2 Die hyperbolischen und Area-Funktionen

reR — sinhz:=1(e"—e ) =317, (%1“)! Pl e R

reR — coshz:=1(e"+e ) =31, (2}6)! r?* e R

sinh x et —e *
zelR — tanhz := = cR
coshz e*+e®

cosh T4e™®
z € R~ {0} > cothz = —22 =S TC R
sinh x er —e™ 7

relR — Arsinhz :=sinh ™'z = log(z + V22 + 1) € R
z € [1,00] —  Arcoshz := cosh™ z = log(z + V22 — 1) € [0, 00[
x€]-1,+1] — Artanhz := tanh 'z = ilog L e R

z€R~[-1,+1] +— Arcothz :=coth™'z=1log e R\ {0}

1.6.3 Die Kreis- und die Argument-Funktion

Sinus hyperbolicus

Cosinus hyperbolicus

Tangens hyperbolicus

Cotangens hyperbolicus

Area- Sinus hyperb.
Area- Cosinus hyperb.
Area- Tangens hyperb.
Area- Cotangens hyperb.

teR — ¢ =cost+isinte St c C Kreisfunktion

z=re e C~N{0} — t=argze [0,2n] Argumentfunktion

1.6.4 Die trigonometrischen und Arcus-Funktionen

relR — sing = (e — ™)
— Zio(_l)km 2kt cR
relR —  cosz = 1(e™ +e7 )
=YD g e € R
zreR~{n/24+kn|keZ} +— tanz:= e
cos x
reR~{kr|keZ} > cotx = %
sin
x € [—1,+1] - Arcsing :=sin"' 2 € [~71/2, +7/2]
z € [—1,+1] —  Arccosz :=cos™!z € [0, 7]
z€elR — Arctanz :=tan"'z € |-7/2, +7/2]
relR —  Arccotz := cot 1 x €]0,7]

Sinus

Cosinus
Tangens
Cotangens

Arcus- Sinus
Arcus - Cosinus
Arcus- Tangens

Arcus- Cotangens



2 Differential- und Integralrechnung in IR

Wir betrachten Funktionen f: I C IR — IK , z — f(z) auf (nichttrivialen) Intervallen I C IR, wobei
IK =1R oder C.

2.1 Differenzierbarkeit und Ableitung

Definition
Eine Funktion f : I C IR — IK heiit im Punkte xq € I differenzierbar, wenn der Grenzwert

Fao) = Lag) = tim L@ =S@) ) fl@o+h) = flzo)

dx T—T0 T — T h—0 h

existiert. Er heifit Ableitung oder Differentialquotient von f in xg.
f heifit (auf I) differenzierbar, wenn f in jedem Punkt aus I differenzierbar ist. Dann ist die Ableitung
als Funktion [/ = % I =K, z— f'(z) definiert.

Kennzeichnung
f: I CIR — IK ist genau dann in x¢ € I differenzierbar, wenn eine in zy stetige Funktion A : I — IK
existiert mit Vier f(z) = f(xo) + A(z) - (x — o) . Es ist dann f/(zg) = A(zo).

Interpretation

von f'(z) in IR:  Steigung der Tangente = — f(xo) + f'(zo) (x — o) in z¢ ,

von f'(tp) in C: Geschwindigkeitsvektor der Bahnkurve ¢ +— f(¢) in ¢ .

Satz 2.1.1 (Rechenregeln fiir differenzierbare Funktionen)

1. f,g: I C R — K seien (in xzy € I) differenzierbar. Dann sind auch f + g, f - g und S (falls
g

definiert) (in zy € I) differenzierbar mit

a) (f+g) = f+4q (in @)
b) (f-9) = f-g+f-¢ (inz) (Produktregel)
c) (£> = f'gg2fg' (in xg) (Quotientenregel) .

2. f: I CR — JCRsei (in zg € I) differenzierbar, und ebenso g : J C IR — K (in f(zg) € J).
Dann ist auch g o f (in xo € I) differenzierbar mit

d) (gof) = (gof)-f (in zo) (Kettenregel) .

Anwendungen
cosh’ = sinh , sinh’ = cosh, tanh’ =1/cosh® =1 — tanh® ;

/
exp = exp = . .
cos’ = —sin, sin’ = cos , tan’ = 1/cos®> = 1 + tan? .

Satz 2.1.2
f:I CIR — J C IR sei eine stetige Bijektion, die in z¢ € I differenzierbar ist mit f’(zg) # 0. Dann
ist auch die Umkehrfunktion f=! : J — I in yo := f(x¢) differenzierbar mit (f~1)'(yo) = 1/f'(x0),
d.h. es gilt

e) (f71) = 1/(fof) ing.

Anwendungen
log' x = 1/z fiir > 0, Arsinh’z = 1/V/1+ 22 fiir v € R, Arcsin’z = 1//1 — 22 fiir |z| < 1.

Einteilung der Funktionen f: I CIR — K :

co(ny2pi1) 2 ¢ 2 - 2DUI)2CU) 2 - 2 DXU)=C>)

mit CO(1) :={f : I — K | f stetig} , D"(I) :=={f : I — K| f r-mal differenzierbar} und
C™(I):=A{f:I—IK| f r-mal stetig differenzierbar} .



2.2 Stammfunktionen

Definition

Eine Funktion f : I C IR — IR heifit unbestimmt integrierbar, wenn eine differenzierbare Funktion
F: 1 — IR mit F' = [ existiert. F' heit dann eine Stammfunktion oder ein unbestimmtes Integral
von f.

Schreibweise (mathematisch inkorrekt): [f=F +c¢ bzw. [f(z)dz = F(x)+ ¢ mit einer Inte-
grationskonstanten ¢ € IR.

Beispiele

1. fxadm:f;:—i—c firae R\{-1},2>0 , [ldrv=logla|+c firz#0 ,
2. [e*dz=e"+c , [coshzdr=sinhz+c , [coszdr=sinz+c usw.

3. fﬁdx:Arcsinx—i—c fir [z| <1 , ... usw.

Triviale Eigenschaft
Sind f, g : I C IR — IR unbestimmt integrierbar, so auch f + ¢g und A - f mit A € IR, und es gilt

[f+9=[f+Jfg . Jx-H=Xx[f.

Satz 2.2.1 (Regel iiber die partielle Integration)
f, g : 1 C IR — IR seien differenzierbar und f - ¢’ unbestimmt integrierbar. Dann ist auch f’ - g
unbestimmt integrierbar, und es gilt

S -9 =f-9g—=J(f-g) bzw. Vaer [f(z)g(x)de = f(z)g(zx)— [f(z)g (x)dz.

Beispiele
1. [azedz= [(e")zde=e¢"2— [e"ldr=(x—1)e"+c.
2. [sin’z dr = [sina(—cosz) dz = —sinzcosx + [cos’x dv = —sinzcosz + x — [sin’x dx

= [sinzdr=1(z—sinzcosz)+c.

3. flogzdr= [1-logzdr=xlogez— [zlde=xlogz—a+c.

Satz 2.2.2 (Substitutionsregeln)
a) f: 1 CIR — IR sei unbestimmt integrierbar und ¢ : J C IR — I differenzierbar. Dann ist auch
(f o) - ¢ unbestimmt integrierbar, und es gilt

Jifop)-¢'=([floy baw. Vaes [flo() ¢ (@) de=[[f(y)dy],_, ., -

b) Sei f: I C IR — IR eine Funktion, ¢ : J C IR — I eine differenzierbare Bijektion mit Vics ¢'(t) #
0, sowie (f o) - ¢’ unbestimmt integrierbar. Dann ist auch f unbestimmt integrierbar, und es gilt

JF=([(fop)-¢)op™t baw. Vaer [f(z)dw=[[fle(t) ¢ (t)dt],_, .., -

Beispiele

1. fxexzdz:%f2xex2dx:%[feydy}y:12:%6x2+c.

2. f\/lfjd:c:—%[fﬁdy}yd_ﬂ%—c:—m—kc.

3. [logazdr = {ftetdt}t:logz = {(t— l)ethlogr+c=x(logm—1)+c.
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2.3 Der Mittelwertsatz der Differentialrechnung und seine Anwendungen

Definition

Eine Funktion f : I C IR — IR heifit im Punkte z¢y € I° lokal mazimal bzw. f(xo) ein lokales
Mazximum von f, wenn eine Umgebung U C I von z existiert mit V,ecp f(x) < f(z0).

Analog: lokal minimal bzw. lokales Minimum.

f heifit in zg lokal extremal, wenn dort ein lokales Maximum oder ein lokales Minimum, also ein lokales
Extremum vorliegt.

Satz 2.3.1 (Notwendige Bedingung fiir ein lokales Extremum)
f:I CIR — IR sei auf dem offenen Intervall I differenzierbar. Dann gilt:

fin zg € I lokal extremal = f'(z9) =0.

Satz 2.3.2 (Satz von ROLLE)
Sei f : [a,b] C IR — IR stetig und in ]a, b[ differenzierbar. Dann gilt

fla)=f(b) = Elie]a,b[ (@) =0.

Satz 2.3.3 (Mittelwertsatz der Differentialrechnung)
Sei f:[a,b] C IR — IR stetig und in ]a, b[ differenzierbar. Dann existiert ein Punkt T € |a, b[ mit

li=\ __ f(b)_f(a)

Satz 2.3.4 (Monotoniekriterium)

Fiir eine auf dem Intervall I stetige und im Inneren ° differenzierbare Funktion f: 1 C IR — IR gilt:
a) f ist monoton wachsend (fallend) <= Ve f'(z) >0 (<L 0)

b) f ist konstant <= Ve f(x) =0
Satz 2.3.5 (Erweiterter Mittelwertsatz der Differentialrechnung)

Seien f, g : [a,b] C IR — IR stetig und in ]a, b[ differenzierbar, und weiter ¥ ¢q5; ¢'(z) # 0. Dann ist
g(b) # g(a) und es existiert ein Punkt Z € |a, b[ mit

Satz 2.3.6 (Regeln von P'HOSPITAL) B
f,9: 1 CIR — IR seien zwei differenzierbare Funktionen mit ¥ ¢; ¢'(x) # 0 sowie xg € I. Dann gilt:

o o o . f(x)
a) Falls lim f(z) = lim g(z) = 0 ist und lim
T—T0 T—T0 Tr—T0 g/({L')

@) _ o 1)

(moglicherweise uneigentlich) existiert, so

existiert auch

sms0 g(z)  so (2)

(1. Regel von I"'Hospital)

~

!
b) Falls lim f(z) = 400, lim g(x) = +ooist und lim (z) (moglicherweise uneigentlich) existiert,
T—x0 T—X0

a0 g'(x)
f(x)

U
lim —= = lim fl(z)
A g(a) e g'(a)

so existiert auch

(2. Regel von I"'Hospital)

Zusatz: Die Regeln gelten auch bei uneigentlicher Annéherung = — +oc.
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Satz 2.3.7
(fr : I CIR — IR)ge sel eine Folge differenzierbarer Funktionen mit den Eigenschaften

(1) (fx)wew konvergiert (punktweise) [ bzw. (Zﬁc:l fi)iew konvergiert (punktweise) |
(2)  (f1.)kew konvergiert gleichmdfig [bzw. (Zizl f1)iew konvergiert gleichmdﬂig} .

Dann ist die Grenzfunktion klim fr [ bzw. die Summe > 7, fi ] differenzierbar mit

(Jim fi)' = Jim fi [ (S, f) = S0 £ ]

Satz 2.3.8

Eine Potenzreihe Y~ ax(z — 20)* in IR mit Konvergenzradius R > 0 ist in ihrem Konvergenzinter-
vall Jzg — R, xo + R[ beliebig oft differenzierbar, und ihre Ableitungen erhélt man durch gliedweise
Differentiation, wobei sich der Konvergenzradius nicht dndert.

Anwendung: Y ;2 (=1L g% =log(1+ ) fiir [z| <1 (Logarithmusreihe)

Folgerung
Eine Potenzreihe > 1o ax(z—0)" in IR mit Konvergenzradius R > 0 ist in ihrem Konvergenzintervall
Jxo — R,z + RJ gliedweise unbestimmt integrierbar, wobei sich der Konvergenzradius nicht &ndert.

2.4 Taylorapproximation und Anwendungen

Satz 2.4.1
f: I CIR — IR sei in der Umgebung von z¢ € I p-mal differenzierbar (p € INp). Dann gibt es genau

ein Polynom z +— T),(z) hochstens vom Grade p mit V},_, T]Sk)(xo) = f¥)(z¢), némlich
= Tp(z) = 30 7 f®) (20) (& — 20)",

genannt p-tes Taylorpolynom von f im Punkte xq.

Satz 2.4.2 (TAYLORscher Satz, 1.Form)
f: I CIR — IR sei p-mal differenzierbar (p € INy) und es existiere auch f®+1) () fiir ein ¢ € I.
Dann gibt es (genau) eine in xg stetige Funktion A,1 : I — IR mit

(1) Vaer £(3) = Tyl (2) + iy Apra (@) (z — w0)P+!
(2) Ap+1(930) = f(p+1)(930)

Folgerung f: I C IR — IR sei in g € I p-mal differenzierbar (p € IN). Dann gilt
f(x) = Tploo (x) + 0((36 — xo)p) fiir x — o,

=0.
T—To (.’IZ — l‘o)p

Satz 2.4.3 (TAYLORscher Satz, 2.Form)
f:I CIR — R sei (p+ 1)-mal differenzierbar (p € INg) und z¢ € I beliebig. Dann gibt es zu jedem
x € I mit z # xg ein T € Tx mit
f(x) = Tplay(x) + m FETO(T) (2 — 20)PHL.
(LAGRANGEsche Form des Restgliedes der Taylorentwicklung.)

Satz 2.4.4

f: I CIR — IR sei im Punkte z( des offenen Intervalls I p-mal differenzierbar (p > 2) mit
flwo) = ... = fP V() =0 , [P (xg) #0.

Dann gilt:

p gerade = f besitzt in xg ein lokales Extremum, und zwar
ein lokales Minimum (Maximum), falls f(P)(x9) >0 (< 0).

p ungerade = f besitzt in xg kein lokales Extremum .
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Definition
Eine differenzierbare Funktion f : I C IR — IR besitzt in o € I° einen Wendepunkt, wenn eine
Umgebung U C I von x( existiert mit

Veeu (x <zo = flx)>T(x) N z>z0 = f(z)< T(x)) (oder umgekehrt)
mit der Tangente x+— T(x) = f(zo) + f'(zo)(x — z9) in xo.

Satz 2.4.5 (Notwendige Bedingung fiir einen Wendepunkt)
f:I CIR — IR sei auf dem offenen Intervall I zweimal differenzierbar. Dann gilt:

f besitzt in xg € I einen Wendepunkt = f"(x9) =0.

Satz 2.4.6

f:I CIR — IR sei im Punkte z( des offenen Intervalls I p-mal differenzierbar (p > 3) mit
Fl(xo)=...= fP V(@) =0 , fP(x9)#0.

Dann gilt:

p ungerade = f besitzt in xg einen Wendepunkt .
p gerade = f besitzt in zg keinen Wendepunkt .

Definition
Bei einer C*°-Funktion f : I C IR — IR heifit die Folge der Taylorpolynome in xg €

2 = (Tp(2)penvg = 2o 71 S (20) (x — 20)"

die Taylorreihe von f im Punkte xg.

Bemerkung
Beziiglich des Konvergenzverhaltens der Taylorreihe einer C*°-Funktion f : I C IR — IR in g € I
sind, wenn (Rp|q, )pen, die Folge der Restglieder bezeichnet, folgende drei Félle moglich:

1. Idealfall: (Rplaey)pem, — 0 <=  limpooTpley = f -
Die Taylorreihe konvergiert in der Umgebung von zy und stellt dort die Funktion f dar.
Beispiele: Alle Funktionen, die eine Potenzreihendarstellung um x( besitzen.

2. Schlechter: (Rplzy)pen, = R#0 <= limp ooTplsg=Ff—R#f.
Die Taylorreihe konvergiert in der Umgebung von zg, stellt aber (auerhalb von zp) nicht die
Funktion f dar.
Beispiel: Die ,,Glockenfunktion“ z — f(x) = e~ 1/7" st (auch in z = 0) C*-differenzierbar mit
Ve, fP)(0) = 0. Thre Taylorreihe um = = 0 ist die Nullreihe.

3. Ganz schlecht: (Rp|s,)pen, divergiert <= (T}l )pen, divergiert (fir x # x) .
Hier gibt es nur komplizierte Beispiele.

Definition

Eine auf einem offenen Intervall I C IR definierte Funktion f : I — IR heifit (reell) analytisch, wenn
sie in der Umgebung jedes Punktes zo € I eine Potenzreihendarstellung x — f(z) = Y22, ar(z —z0)"
besitzt. (Diese Reihe ist natiirlich jeweils ihre Taylorreihe in x.)

Satz 2.4.7
Jede durch eine Potenzreihe mit positivem Konvergenzradius R dargestellte Funktion x — f(z) =
> ne ak(z — 20)* ist in ihrem Konvergenzintervall |zg — R, 2o + R[ analytisch.

Bemerkung

Nach Transformation auf einen neuen Entwicklungspunkt kann der Konvergenzbereich der neuen
Potenzreihe iiber den Konvergenzbereich der alten hinausgehen.
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2.5 Das RIEMANNSsche Integral und die Hauptsitze der Differential- und Integral-

rechnung

Definition

Es sei f : [a,b] C IR — IR eine beschrinkte Funktion.

a) Eine Zerlegung des Intervalls [a, b] ist eine (N + 1)-elementige Teilmenge Z = {x¢, z1,...,zy} von
[a,b] mit a = zg < 21 < ... < xzy =b (N > 1). Sie liefert N Teilintervalle I}, = [z)_1,z)] mit
Langen |Iy| := Az, := x, — xi—1. Die Feinheit der Zerlegung sei ||Z|| := maxg=1,... N |1x|-

b) Die Riemannsche Obersumme von f bzgl. der Zerlegung Z sei
Ry(Z) := chvzl My Az mit My = sup,e;, f(z),
die Riemannsche Untersumme entsprechend
Ef(Z) = Zszl myp Az, mit  my = inf,eq, f(x)
sowie die Variation (Schwankungssumme) von f bzgl. Z
- N
Vi(Z) = Ry(Z) = By(Z) = o3y |AS |1, Ay
wenn |Af|;, = sup{|f(z) — f(«)| | z,2’ € I} die Schwankung von f im Intervall I}, bezeichnet.

Beispiele sind dquidistante Zerlegungen Zn = {a,a + h,a+ 2h,...,a+ Nh = b} in N Teilintervalle
der Liange |Ix| = Al = (b— a)/N =: h mit Feinheit ||Z|| = (b—a)/N.

Definition
Ry = igf Rf(Z) heiBt das Riemannsche Oberintegral , R; := sup R;(Z) das Riemannsche Unter-
z

integral der beschrankten Funktion f : [a,b] — IR, wobei Infimum und Supremum bzgl. aller méglichen
Zerlegungen Z des Intervalls [a, b] zu bilden sind.

Definition
Eine beschrénkte Funktion f : [a,b] C IR — IR heifit (Riemann-) integrierbar, wenn Riemannsches
Ober- und Unterintegral iibereinstimmen. Der gemeinsame Wert Ry := Ry = R, heifit dann (R-)

Integral von f iiber [a,b], bezeichnet mit ff f(z)dx .

Satz 2.5.1
Eine beschrinkte Funktion f : [a,b] C IR — IR ist genau dann (R-)integrierbar, wenn zu jedem ¢ > 0
eine Zerlegung Z von [a,b] gibt mit Variation Vi(Z) = R¢(Z) - Rs(Z) <e¢ .

Satz 2.5.2
Jede monotone Funktion f : [a,b] — IR ist (R-)integrierbar.

Hilfssatz
Eine stetige Funktion f : I € IR — IR auf einem kompakten Intervall I = [a,b] ist dort sogar
gleichmdjig stetig, d.h. es gilt

Veso Jss0 Vawer (v — 2| <6 = [f(2) - f(2")] <e).

Satz 2.5.3
Jede stetige Funktion f : [a,b] — IR ist (R-)integrierbar.

Definition
Sei f : [a,b] — IR eine beschrinkte Funktion und Z = {zg, z1,..., 2N} eine Zerlegung von [a, b].
a) Ein Zwischenpunktvektor zur Zerlegung Z ist ein N—tupel T = (Z1,...,Ty) mit T € I =

[.’L’kfl,wk] firk=1,...,N.
b) Die Riemannsche Summe von f bzgl. der Zerlegung Z und des Zwischenpunktvektors T sei
Ry(2,7) := Y21, £ (@) Ay, -
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Satz 2.5.4
Sei f : [a,b] — IR (R-)integrierbar. Dann gilt fiir eine beliebige Folge (Z;);ew von Zerlegungen von
[a,b] und fiir jede Wahl von zugehérigen Zwischenpunktvektoren z; (I € IN):

lim ||Z]| =0 = [’ f(z)de = lim Ry(Z,m) .
l—o0 l—o0

Korollar
Sei f : [a,b] — IR R-integrierbar. Dann gibt es zu jedem e > 0 ein ¢ > 0, so daB fiir jede Zerlegung Z
von [a, b] und fiir jede Wahl von zugehérigen Zwischenpunktvektoren Z gilt:

|1Z||<d = |R¢(Z,T)— ff Ydz| < e .

Kurzschreibweise hierfiir: fab fz)dx = Hélﬁn R;(Z,7)

Satz 2.5.5 (Rechenregeln fiir R-integrierbare Funktionen)
f, g : Ja,b] — IR seien integrierbar. Dann sind auch f + g, A- f (A € R), f- ¢ und |f] tiber [a,b]

integrierbar mit

a) [V(f+g))de =[] f@)de+ [P gx)de  b) [CA-f)@)de= A [0 f(x)de
) LS fla)de] < [0 |f(2)] da

Weiter gilt

d) Vaepy f@) <glz) = [0 fl@)de < [) g(a)de

Folgerung
Fiir eine integrierbare Funktion f : [a,b] — IR gilt:
b
Veclay f@I<M = |[] f(z)dz] < M- (b—a).

Satz 2.5.6 (Mittelwertsatz der Integralrechnung)
f:]a,b] — IR sei stetig. Dann gibt es ein T € [a, b] mit fab flx)yde=f(T)-(b—a).

Definition
Eine Funktion f : I C IR — IR heif3t lokal integrierbar, wenn sie iiber jedem kompakten Teilintervall
[a,b] C I R-integrierbar ist. In diesem Fall heifit (mit ¢ € I festgewéhlt) die Funktion

[Ffdt fira>c
x €1l Fx):= 0 firer=c ) €lR
ffcf(t)dt fir x < c

eine Integralfunktion von f. Schreibweise: F( f f@)

Satz 2.5.7 (1. Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung)

f:I CIR — IR sei lokal integrierbar und c € I beliebig. Dann gilt fiir die Integralfunktion « € I —
(z) = [ f(t)dt € R:

a) F, ist stetig. [,Integrieren macht stetig.“]

b) Ist f in xzo € I stetig, so ist Fi. in g sogar differenzierbar mit F)(z¢) = f(x0).
[, Integrieren stetiger Funktionen macht glatt.“]

Folgerung
Ist f: I CIR — IR stetig, so liefert jede Integralfunktion z — F.(x) eine Stammfunktion von f:

Voer Flla) = % | [T f)dt) = f(@) .
Jede stetige Funktion auf einem Intervall besitzt also dort eine Stammfunktion.

Satz 2.5.8 (2. Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung)
Ist f: 1 C IR — IR lokal integrierbar, und besitzt f eine Stammfunktion F': I — IR, so gilt fiir alle
a, bel

J! f@)de = F(b) - F(a) .

Das Riemann-Integral 148t sich also mit Hilfe einer Stammfunktion ausrechnen.
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Folgerung
Bei stetigem Integranden konnen die Regel iiber die partielle Integration und die Substitutionsregeln
(siehe Satz 2.2.1 und 2.2.2) zur Berechnung bestimmter Integrale verwendet werden:

J2 (@) g(x) de = [f(x) g(2)]" — [2 f(2) ¢/ (x) da

J2 F () ¢ (z) dx—f*“l’ Wy . [l fa)de= 70 o) ¢t di

Anhang: Uneigentliche Riemann-Integrale

Definition
Eine lokal integrierbare Funktion f : [a,b] C IR — IR mit a < b < 400 heifit dber [a,b] uneigentlich

integrierbar, wenn f; f)dt = 1111}) L7 f(t)dt  existiert.

Man sagt dann auch, das uneigentﬁche Integral f; f(t) dt konvergiert.

Analog fiir uneigentliche Integrale der Form f; f(t)dt = Clll)rtlz f; f(®)dt (mit —oo <a < b) und
f: f@)dt = ilg}lf; f(@) dt—|—iig%)f: f@®)dt (mit —oco < a < b < 400 und einem ¢ € Ja,b[) .

Beispiele
f_Ooo eldt= lim (1—€")=1 |, fol Tdt = 1in%)(—logx) =400

r——00

Satz 2.5.9 (Integralkriterium fiir unendliche Reihen)
Sei f : [1,00[ — IR nicht negativ und monoton fallend. Dann existiert

c:=lim (X7 f(k fl ) dt) mit 0 <c < f(1) .

n—oo
Insbesondere gilt e f(k) konvergiert < floo )dt konvergiert
und man hat die Abschétzung f1"+1 flydt < Yoo, fk) < [ ft)dt+ f(1) .

Beispiel
Fiir f(x) := 1/z erhélt man die Existenz der EULERschen Konstanten

C .= nh_)rréo (i; —logn) =0.577...

< logn+1.

T =

sowie die Abschitzung log(n + 1) Z
1
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