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Kapitel 1.

Einleitung

Seit am 04.10.1957 der erste Satellit ins Weltall geschickt wurde, folgten ungeféhr
5.000 weitere Raumfahrtmissionen und hinterlieen bis heute etwa 29.000 Triimmer-
teile von {iber 10cm Durchmesser, 670.000 Fragmente grofier 1ecm und iiber 170.000.000
Teilchen an Weltraummiill groBer als Imm. Diese Menge nimmt kontinuierlich unter
anderem durch aktuelle Weltraummissionen, Explosionen ausgedienter Satelliten und
Oberstufen von Raketen oder Kollisionen mit Weltraummiill zu. Die gréfite derarti-
ge Kollision fand 2009 zwischen dem amerikanischen Iridium-33-Satelliten und dem
russischen Kosmos-2251-Satelliten statt. Hierbei entstanden nachweislich iiber 2.200
neue Teilchen von Weltraumschrott, welche sich mit der Zeit auf verschiedene Um-
laufbahnen um die Erde verteilen.

Abhéngig von der Entfernung eines die Erde umkreisenden Teilchens lésst sich je-
weils eine unterschiedliche Aufenthaltsdauer in der Erdumlaufbahn beobachten. Bei
einem durchschnittlichen Abstand von bis zu 600km zur Erde ist zu erwarten, dass
es innerhalb weniger Jahre zu einem Wiedereintritt in die Erdatmosphéire kommt.
Bei 800km Abstand dauert es bereits Jahrzehnte und ab 1000km ein oder mehrere
Jahrhunderte bis die Erdumlaufbahn wieder verlassen wird.

Ungefdahr zwei Drittel des, die Erde umkreisenden, Weltraummiills befindet sich auf
den fiir wirtschaftliche und wissenschaftliche Zwecke wichtigen, erdnahen Umlauf-
bahnen unterhalb 2.000km Hoéhe und bilden speziell dort eine grofie Kollisionsge-
fahr fiir die momentan aktiv genutzten Satelliten. Auch die ISYY ist regelmiBig einer
solchen Gefahr ausgesetzt und musste zuletzt am 28.01.2013 ein Ausweichmanover
durchfiithren um einer Kollision mit Weltraumschrott zu entgehen.

In den erdnahen Orbits betrédgt die durchschnittliche Relativgeschwindigkeit zwischen
einem Teilchen an Weltraummiill und einem weiteren Objekt ca. 10km/s. Demnach
verursachen selbst kleinste Partikel von nur einem Millimeter Durchmesser im Falle
einer Kollision grofle Schaden an Satelliten und kénnen im schlimmsten Fall dessen
Funktionalitdt schwerwiegend beeintréchtigen.

Jeder Kollisionen von Weltraummiill mit aktiven Satelliten oder anderem Welt-
raummiill fithrt zu einer Vervielfachung von diesem, sodass ein exponentielles
Wachstum an Weltraumschrott zu beobachten ist. Selbst wenn keine weiteren
Weltraummissionen mehr durchgefithrt werden wiirden, wiirde der Weltraummiill
weiterhin stark anwachsen.

lengl.: International Space Station



Kapitel 1. Einleitung

Ein aktives Entfernen von Weltraumschrott aus der Erdumlaufbahn und die Vermei-
dung von unnétigem neuen Miill ist folglich zwingend notwendig. Eine Méglichkeit
diesen zu beseitigen ist das sogenannte Rendezvous und Docking. Hierbei wird an
das jeweilige Objekt angenédhert und angekoppelt um dieses anschlieBend zu einem
kontrollierten Wiedereintritt in die Erdatmosphére zu bringen. Dabei vergliiht der
GroBteil des Objekts. Da speziell bei grofen Triimmerteilen Uberreste auf der Erd-
oberfliche landen konnen, sollte der Wiedereintritt stets so berechnet werden, dass
dieser iiber unbewohntem Gebiet, wie den groflen Ozeanen, der Russischen Tundra
oder dem Australischen Outback stattfindet. Alternativ konnen die Objekte auch auf
weit entfernte, ungenutzte Umlaufbahnen in einer Hohe von iiber 38.000km iiber der
Erde gebracht werden.

Sollten diese unkontrolliert umherfliegenden Objekte nicht nach und nach aktiv aus
dem Weltall beseitigt werden, wird in Zukunft die Uberhandnahme an Weltraum-
schrott grofle Probleme bereiten und die Raumfahrt bzw. allgemein die Nutzung des
Weltraums stark einschréanken oder gar unméglich machen.

Die Thematik ein steuerbares Objekt an ein sich unkontrolliert im Weltall bewe-
gendes Objekt anzundhern und anzudocken ist also offensichtlich héchst brisant und
eine Herausforderung, die so schnell wie mdoglich bewéltigt werden muss. Im Fol-
genden soll diese, als Rendezvous und Docking bekannte, Vorgehensweise genauer
beschrieben werden.

1.1. Ubersicht Rendezvous und Docking

1.1.1. Allgemeines Rendezvous und Docking

Beim Rendezvous und Docking, kurz R&D, zwischen zwei Satelliten, bzw. allgemeiner
zwischen zwei Objekten im All, hat man in der Ausgangssituation zwei miteinander
oder mit der Bodenstation kommunizierende Objekte. Eines dieser beiden, im Fol-
genden als Deputy bezeichnet, soll sich nun an das jeweils andere, als Chief benannte,
Objekt anndhern. Diesen Vorgang bezeichnet man als Rendezvous. Anschlieflend er-
folgt eine mechanische Ankopplung, das sogenannte Docking, des Deputy an den
Chief.

Bereits am 16.03.1966 fand das erste, jedoch noch manuell gesteuerte, Rendezvous
und Docking von zwei Raumfahrzeugen im All statt. Hierbei dockte die Gemini-8-
Kapsel, mit den Astronauten Neil Armstrong und David Scott als Besatzung, an ein
unbemanntes Agena-Fahrzeug an.

Heute ist selbst das autonome Rendezvous und Docking schon fast zu einem Stan-
dardmanover geworden, wobei das allgemeine R&D noch immer viele Risiken birgt.
Aus sicherheitstechnischen Griinden besteht daher auch beispielsweise beim Ando-
cken eines Raumfahrzeugs an die bemannte Raumstation ISS fiir die Astronauten
immer die Moglichkeit das Raumfahrzeug von der ISS aus komplett selbst zu steu-
ern. Falls notig konnen sie das Rendezvous- und Docking-Manover auch komplett
abbrechen.
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1.1. Ubersicht Rendezvous und Docking

Das letzte autonome Rendezvous- und Docking-Manéver im All fand am 15.06.2013
statt, als sich der unbemannte européische Raumtransporter ATV—4E], mit dem Namen
,Albert Einstein“, an die ISS angekoppelt hat. Der Vorgang wurde vollautomatisch
durchgefiihrt, jedoch zur Sicherheit zusétzlich von der Besatzung der ISS iiberwacht,
sodass diese im Notfall hitte eingreifen und die Steuerung iibernehmen koénnen. Fiir
den letzten Abschnitt des R&D sendete das ATV Albert Einstein Laser-Impulse zur
ISS, welche dort mit Hilfe von Reflektoren wieder zuriick zum ATV geleitet wurden.
Abhéngig von der Zeitdifferenz zwischen Senden und Empfangen eines Laserimpulses
wurden Distanz und Relativgeschwindigkeit berechnet. Der entsprechende Sensor am
ATV bestimmte aulerdem den Winkel, in welchem sich die ISS zu ihm befand. Ab
einer Entfernung von 50m erfolgte die Navigation dann mittels eines Videosystems.

Das Rendezvous und Docking kann dazu verwendet werden die Lebensdauer eines
Satelliten zu verldngern, indem man beispielsweise dessen Treibstoff mit Hilfe ei-
nes anderen Raumfahrzeugs wieder auffiillt oder kleinere Reparaturen durchfiihrt.
Auf diese Weise kann die Menge an neu produziertem Weltraummiill deutlich redu-
ziert werden. Auflerdem werden R&D-Ansétze bereits bei Versorgungsfliigen zur ISS
oder bei der Montage und Wartung sehr grofler Objekte im All, wie dem Hubble-
Weltraumteleskop, angewandt. Entsprechend dem vorherigen Abschnitt ist jedoch
von besonderem Interesse auch bereits existierenden Weltraumschrott, wie beispiels-
weise ausgediente Satelliten, wieder einzusammeln. Dies l&sst sich ebenfalls mit Hilfe
des Rendezvous und Docking realisieren. Da speziell erdnahe, polare Umlaufbahnen
zum Beispiel fiir die Erdbeobachtung und entferntere, geostationdre Umlaufbahnen
in einer Hohe von bis zu 36.000km beispielsweise fiir die globale Kommunikation
und zur Wettervorhersage besonders wichtig sind, sollte dort mit der Entfernung des
Weltraummiills begonnen werden.

1.1.2. Nicht-kooperatives Rendezvous und Docking

Von besonderem Interesse in der aktuellen Weltraumforschung ist jedoch ein spezi-
elles Konzept des autonomen Rendezvous und Docking: das nicht-kooperative, au-
tonome Rendezvous und Docking. Dieses ldsst sich analog dem allgemeinen R&D
definieren, jedoch mit dem Zusatz, dass das Zielobjekt nun nicht-kooperativ ist. Dies
bedeutet, das Zielobjekt ist passiv und leistet wihrend des gesamten Manovers keine
Unterstiitzung. Es besteht folglich insbesondere im letzten Abschnitt des Anndherns
und Ankoppelns die Schwierigkeit, dass sich das Objekt nicht aktiv an der Navigati-
on beteiligt und somit alternative Navigationstechniken zu GPS oder am Zielobjekt
angebrachten Laser reflektierenden Spiegelsystemen verwendet werden miissen. Au-
Berdem besitzt das Zielobjekt im Allgemeinen keine definierte Lage, d.h. es taumelt
gegebenenfalls und stellt dadurch eine noch gréfiere Herausforderung dar.

Da es sich bei dem nicht-kooperativen Rendezvous und Docking um einen Spezi-
alfall des allgemeinen Rendezvous und Docking handelt, besitzt es im Prinzip die
gleichen Anwendungsbereiche wie das kooperative Pendant. Kann ein Objekt, an

2engl.: Automated Transfer Vehicle



Kapitel 1. Einleitung

welches angedockt werden soll, den Rendezvous- und Docking-Vorgang jedoch nicht
aktiv unterstiitzen, so sind nur die entsprechenden nicht-kooperativen Konzepte an-
wendbar. Mit Hilfe des nicht-kooperativen Rendezvous und Docking lassen sich also
deutlich mehr Objekte in Betracht ziehen als mit den kooperativen Techniken. Insbe-
sondere fiir das Aufsammeln von Weltraummiill, wie ausgediente, defekte Satelliten,
Triimmerteile oder Fragmente, ist speziell nicht-kooperatives R&D notig.

Das aktuellste deutsche Forschungsprojekt zu diesem Thema ist DEOSﬂ Bei diesem
geht es insbesondere um nicht-kooperative Satelliten in erdnahen Umlaufbahnen, wel-
che mit einem Greifarm eingefangen und anschlieSend gezielt zum Wiedereintritt in
die Erdatmosphére gebracht werden sollen. Per Definition besteht keine Kommunika-
tionsverbindung zu einem nicht-kooperativen Satelliten und somit kann dieser Satel-
lit weder GPS-Signale empfangen bzw. verarbeiten, noch Informationen dariiber an
ein anderes Raumfahrzeug weiterleiten. Demnach kénnen keine relativen GPS-Daten
fiir die Navigation beim nicht-kooperativen R&D verwendet werden. Anstelle eines
relativen GPS werden hier also Kameras und Laserscanner zur Navigation eingesetzt.

Nicht-kooperatives Rendezvous und Docking ist ein vielversprechendes, aktuelles For-
schungsgebiet mit vielen Anwendungsbereichen, wie beispielsweise das Anndhern und
Andocken an sich unkontrolliert bewegende Objekte im All.

In dieser Arbeit soll nun ein spezieller Algorithmus untersucht werden, mit welchem in
diesem Zusammenhang optimale Trajektorien, d.h. optimale Bahnkurven, bestimmt
werden kénnen.

1.2. Motivation

Der in dieser Arbeit beschriebene Simplizialalgorithmus eignet sich besonders gut zur
Bestimmung optimaler Trajektorien fiir das Rendezvous- und Docking-Szenario, da
fiir diesen, im Gegensatz zu den meisten anderen indirekten Verfahren, keine vorab
Informationen nétig sind. In der Realitét sind diese meist auch nicht vorhanden, wes-
halb der Simplizialalgorithmus hier einen entscheidenden Vorteil bietet. Ausgehend
von den fiir das Szenario formulierten Bewegungsgleichungen und Umformungen ent-
sprechend der Problemstellung lasst sich dieser Algorithmus direkt anwenden.

1.3. Ziel

Das Ziel dieser Diplomarbeit ist die detaillierte Beschreibung und Implementierung
des Simplizialalgorithmus. Hierbei soll speziell auch dargestellt werden, wie ein Opti-
malsteuerungsproblem, beispielsweise die Trajektorienbestimmung beim Rendezvous
und Docking, umgeformt werden kann, sodass der vorgestellte Simplizialalgorithmus
auf die Problemstellung anwendbar ist.

3Deutsche Orbitale Servicing Mission
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1.4. Aufbau

1.4. Aufbau

Das folgende Kapitel 2| beginnt mit einer kurzen Einfiihrung in die Theorie der Dif-
ferentialgleichungen.

Hierbei werden zuerst gewohnliche Differentialgleichungen beschrieben und Ordnung
und Grad einer Differentialgleichung, sowie homogene und inhomogene Differential-
gleichungen definiert. Anschlieend werden Aussagen zur Losung einer gewohnlichen
Differentialgleichung getroffen und Anfangs- und Randwertprobleme, sowie Systeme
von gewohnlichen Differentialgleichungen vorgestellt. Im letzten Abschnitt dieses Ka-
pitels werden dann partielle Differentialgleichungen beschrieben.

Im 3| Kapitel wird die Relativbewegung zweier Satelliten untersucht.

Dies beginnt mit einer allgemeinen Systembeschreibung und anschlieBender Herlei-
tung der Bewegungsgleichungen fiir die Relativbewegung der beiden Satelliten. Ab-
schliefend wird die Relativbewegung an einem Beispiel mit MATLAB graphisch dar-
gestellt.

In Kapitel |4 wird die Rendezvous- und Docking-Problematik als Optimalsteuerungs-
problem betrachtet.

Hierzu werden erst Variationsprobleme allgemein beschrieben, welche dann zu Op-
timalsteuerungsproblemen erweitert werden. Ausgehend von den, im vorherigen Ka-
pitel hergeleiteten, Bewegungsgleichungen folgt dann ein mathematisches Modell fiir
die Dynamik der Relativbewegung beim Rendezvous und Docking. Dabei wird her-
ausgestellt, dass es sich bei diesem, zusammen mit der Forderung nach Energie- oder
Zeiteffizienz des Manovers, um ein Optimalsteuerungsproblem handelt. Im Anschluss
daran werden mathematische Grundlagen zur Loésung eines solchen und zu den, fiir
eine optimale Losung notwendigen, Bedingungen aus dem Maximumprinzip von Pon-
tryagin beschrieben. Unter Verwendung dieser Optimalitdtsbedingungen wird dann
allgemein ein Optimalsteuerungsproblem in ein Randwertproblem einer nichtlinearen
Differentialinklusion 1. Ordnung transformiert. Dies wird im darauffolgenden Ab-
schnitt speziell am Beispiel des, zuvor beschriebenen, Rendezvous- und Docking- Op-
timalsteuerungsproblems durchgefiihrt.

Kapitel 5| beginnt mit der Beschreibung einer Losungsmethode fiir ein lineares Diffe-
rentialgleichungssystem 1.0rdnung. Diese wird anschlieBend erweitert auf das Losen
eines Randwertproblems zu einem linearen Differentialgleichungssystems 1.Ordnung.
Im darauf folgenden Abschnitt sind Losungen eines Randwertproblems zu einem
nichtlinearen Differentialinklusionssystem 1.Ordnung gesucht. Hierfiir wird diese Pro-
blemstellung, unter Verwendung der vorherigen Losungsmethoden, zu einem Fix-
punktproblem eines mengenwertigen Operators umgeformt.

Um ein solches Fixpunktproblem zu lsen, also einen Fixpunkt zu dem entsprechen-
den mengenwertigen Operator zu bestimmen, wird hier ein sogenannter Simplizialal-
gorithmus verwendet. Dieser wird im néchsten Kapitel kurz umrissen. Anschlieflend
werden die, fiir eine genauere Erkldrung des Algorithmus nétigen, mathematischen

5



Kapitel 1. Einleitung

Grundlagen beschrieben. Dies beinhaltet Themen wie lineare oder affine Unabhéngig-
keit, Simplizes, Triangulationen, affine Funktionen, Pivotisierung, LP-Basen und Mar-
kierungen einer Triangulation.

In Kapitel |7] folgt dann eine detaillierte Beschreibung des Simplizialalgorithmus.
Dies beginnt mit dem Hinzufiigen einer kiinstlichen Dimension zu dem gegebenen
Problem. Anschliefend wird der eigentliche Algorithmus genau erklért und mit Hilfe
des sogenannten Door-in-Door-out Prinzips nochmals veranschaulicht. Im darauf fol-
genden Abschnitt werden wichtige FEigenschaften des Simplizialalgorithmus genannt,
um speziell dessen Eignung fiir den hier betrachteten Anwendungsfall des Fixpunkt-
problems herauszustellen. Abschliefend werden Vor- und Nachteile des Simplizialal-
gorithmus dargestellt.

Diese Diplomarbeit schliet mit Kapitel [§ dem Fazit und Ausblick auf mdogliche
zukiinftige Erweiterungen.

Quellen dieses Kapitels waren Informationen aus [1, [2], [3], [4], [5], und [16] und
[17].



Kapitel 2.

Grundlagen Differentialgleichungen

2.1. Gewohnliche Differentialgleichungen

Eine gewohnliche Differentialgleichung, kurz ODHY| ist eine Gleichung der Form

f(t z(t), &(t), i(t), ..., 2™ (1)) = 0, (2.1)

wobei t € [to,tr] mit to,tr € R und z(t) : [to,tr] — R, &(t) : [to,tr] — R, ...,
™ (t) : [to,tr] — R, sowie f : D — R mit D C R"*2 (i.d.R. offen) und n € N.
Hierbei bezeichne #(t) die erste Ableitung von z(t) nach der Zeit ¢, &(t) die zwei-
te Ableitung von x(t) nach ¢t und 2™ (t) die n-te Ableitung von x(¢) nach t. Dies
bedeutet eine ODE ist eine Gleichung in welcher neben der unabhingigen Variable
t und der gesuchten Funktion z(¢) auch mindestens eine Ableitung dieser Funktion
nach der Variable ¢ vorkommt. Die Funktion x(¢) stellt hier den Zustand des Systems
dar und wird h&ufig als Zustandstrajektorie bezeichnet. Auflerdem wird ¢ meist als
Zeit interpretiert. x(t) gibt damit den Zustand des Systems zum Zeitpunkt ¢ an. Ei-
ne ODE beschreibt folglich das dynamische Verhalten des Zustandes z(t), also den
zeitlichen Verlauf der Zustandstrajektorie.

Gewohnliche Differentialgleichungen kénnen in expliziter oder in impliziter Form dar-
gestellt werden, wobei sich nicht jede implizite Gleichung auch in eine explizite Glei-
chung umformen lésst. Als explizite ODE bezeichnet man eine nach der hochsten
vorkommenden Ableitung aufgeloste ODE, d.h. eine Gleichung der Form

2™ (t) = f(t,z(t), 2(t), i(t), ..., a7V (¢)). (2.2)

Eine ODE in der Darstellung bezeichnet man dagegen als implizite ODE.

2.2. Ordnung und Grad einer Differentialgleichung

Gewohnliche Differentialgleichungen kénnen hinsichtlich ihrer Ordnung oder ihres
Grades unterschieden werden. Die Ordnung einer Differentialgleichung entspricht
hierbei der hochsten vorkommenden Ableitung der gesuchten Funktion x(t). So tragt
beispielsweise die ODE 3x™(¢) + #(t)z7(t) + 2t = 0 die Ordnung 4.

lwegen engl. Ordinary Differential Equation
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Als Grad einer ODE bezeichnet man die grofite Summe der in einem Produkt auf-
tretenden Potenzen von z(t) und deren Ableitungen. Obiges Beispiel besitzt wegen
i1 (t)z"(t) folglich den Grad 8. Ohne diesen Summanden hiitte die Gleichung Grad 1,
da 2 (¢) nur die Potenz 1 trigt. Gewohnliche Differentialgleichungen ersten Grades
nennt man linear.

2.3. Homogene und inhomogene
Differentialgleichungen

Bei Differentialgleichungen unterscheidet man zwischen homogenen und inhomogenen
Gleichungen. Homogene Differentialgleichungen besitzen ausschlieflich Summanden
bestehend aus einem Produkt mit z(¢) oder Ableitungen von z(t) als Faktor, z.B.
3&(t)x(t) + 24(t) + x(t) = 0. Inhomogene Differentialgleichungen dagegen enthalten
zusétzlich eine sogenannte Inhomogenitét, in welcher nur Summanden aus einem Pro-
dukt von t oder Skalaren aus R, also kein x(t) bzw. Ableitungen von z(¢) vorkommen.
3&(t)x(t) + 2x(t) + x(t) + 7t + 8 = 0 wire ein Beispiel fiir eine inhomogene ODE,
wobei 3%(t)z(t) + 22 (t) + x(t) als homogener Anteil und 7¢+8 als inhomogener Anteil
bzw. als Inhomogenitét bezeichnet wird. 3% (t)x(t) 4+ 24(t) + () = 0 nennt man auch
die zu 3%&(t)x(t) + 2@(t) + x(t) + 7t + 8 = 0 gehorige homogene ODE.

2.4. Losung einer gewohnlichen Differentialgleichung

Sei I = [tg, tr] C R und die Funktion Z(t) : I — R n-mal differenzierbar.
Dann heiBt Z(¢) Losung der ODE [2.1], wenn

(t,2(t),2(t), ..., 2™ (@) € D und f(t,Z(t),2(t), ...,z () = 0 fir alle t € [. (2.3)

Eine konkrete Funktion Z(¢) ist also Losung der ODE [2.1] wenn f fiir das komplette
Intervall I identisch 0 ist, nachdem Z(t¢) als x(¢) in f eingesetzt wurde.

Explizite gewohnliche ODEs mit stetiger rechter Seite sind im Allgemeinen immer
16sbar.

Néherungslosungen zu expliziten gewohnlichen Differentialgleichungen 1.0Ordnung,
d.h. zu Gleichungen der Form #(t) = f(¢,z(t)), lassen sich graphisch mit Hilfe soge-
nannter Richtungsfelder bestimmen. Hierbei werden Tripel der Form (¢, z(t), f(t, z(t)))
mit t € [to, tr] C R,z : [to,tr] = Rund f : [to, tr] xR — R als Linienelemente und die
Menge aller méglichen Linienelemente als Richtungsfeld bezeichnet. Aus der Differen-
tialgleichung l4sst sich direkt ablesen, dass die Ableitung #(t) einer Losungsfunktion
x(t) nach ¢, und damit die Steigung von z(¢) im Punkt ¢, genau f(¢, z(¢)) entsprechen
muss. Um nun das Richtungsfeld zur gegebenen ODE zu erhalten, zeichnet man folg-
lich in jedem zuldssigen Punkt (¢, x(t)) des Koordinatensystems einen kurzen Strich
mit der, an diesem Punkt ausgewerteten, Steigung f (¢, z(t)).
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2.4. Losung einer gewohnlichen Differentialgleichung
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Abb. 2.1.: Richtungsfeld

Die Losungskurven werden nun so gezeichnet, dass sie in jedem Punkt (¢, z(t)) tan-
gential zu dem dort eingezeichneten Strich sind, d.h. deren Steigung in diesem Punkt
muss genau der Steigung des jeweiligen Striches entsprechen. Mit dieser Methode
lassen sich zumindest fiir explizite ODEs 1.Ordnung Losungen ndherungsweise, ohne
Integration oder kompliziertere Rechnung, schnell erkennen.

Meist gibt es zu einer gewhnlichen Differentialgleichung nicht nur genau eine Lésung,
sondern eine Losungsschar.

x(t)

M <— Ldsung 1

——
——

Abb. 2.2.: Losungsschar

Hierbei wird die Anzahl der frei wiahlbaren Parameter der Losung durch die Ord-
nung der gewohnlichen Differentialgleichung vorgegeben. Bei einer ODE 2. Ordnung
besitzt also die allgemeine Losung genau zwei frei wiahlbare Parameter. Es besteht
nun die Méglichkeit durch Hinzufiigen weiterer Bedingungen die Losungsschar auf ei-
ne eindeutige Losung einzuschranken. Man unterscheidet hier Anfangswertprobleme
und Randwertprobleme.
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2.5. Anfangs- und Randwertprobleme

Bei Anfangswertproblemen, kurz AWP, gibt man zusétzlich zur ODE die Werte
von x(t), @(t),...,s™ D (¢) an der Stelle ¢, vor fiir t € [to, t7]. D.h. bei einer ODE n-ter
Ordnung werden die n Werte

2(to) = xo, #(to) = Fo, ..., 2"V (tg) = 2, (2.4)
wobei xg, Tg, ...,:E(()"*l) € R, angegeben. Durch diese n Bedingungen sind nun die n
zuvor frei wihlbaren Parameter der Losung festgelegt.
Durch die Wahl der Anfangswerte greift man sozusagen eine konkrete Losung aus der
Losungsschar heraus. Bei dem folgenden Bild sei z(tg) = o vorgegeben und dadurch
die markierte Losung unter der eingezeichneten Losungsschar die Losung zu dem
entsprechenden Anfangswertproblem.

x(t)

Vorgabe x(to) = xo

t

Abb. 2.3.: Losung aus Losungsschar

Eine Losung Z(t) des Anfangswertproblems muss also neben [2.3|auch die Bedingungen
an die Anfangswerte erfiillen, d.h. es muss gelten

B(to) = mo, Tto) = do, ..., 2" V(ty) = 2. (2.5)

Bei Randwertproblemen, kurz RWP, wird neben der ODE der Funktionswert
von z(t) an verschiedenen Stellen vorgegeben, meist an den Réndern tq und tp fiir
t € [to, t7]. D.h.

x(tg) = xo und x(tp) = xp (2.6)

mit g, xrp € R werden angegeben. Da man also mindestens zwei verschiedene Werte
vorgeben mochte und die Gleichung nicht {iberbestimmt sein soll, werden Randwert-
probleme nur fiir gewohnliche Differentialgleichungen ab 2. Ordnung (bzw. fiir Syste-
me 1. Ordnung mit mindestens zwei Gleichungen) formuliert. Bei ODEs 1.0rdnung
hétte man nur einen frei wahlbaren Parameter bei der Losung, also eine Unbekann-
te, jedoch zwei Bedingungen und damit ein {iberbestimmtes Problem. Eine Losung
Z(t) des Randwertproblems muss 2.3, sowie Z(tg) = zo und Z(tr) = z7, also die
Bedingungen auf den Réandern, erfiillen.
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2.6. Systeme von gewéGhnlichen Differentialgleichungen

X(t)
xi| — X(t)
Xo £=
-
i t
tO tT

Abb. 2.4.: Lésung Randwertproblem

Auf obigem Bild sind die Randwerte eingezeichnet, die durch die Losung erfiillt sein
sollen. Es ist also nach einer Losungskurve gesucht, welche durch die beiden mar-
kierten Punkte geht. Dadurch legt man die eingefarbte Losung aus der Losungsschar
fest.

Natiirlich sind nicht alle gewohnliche Differentialgleichungen l6sbar, speziell nicht
wenn Anfangs- oder Randwerte ungiinstig vorgegeben sind. Nur in den seltensten
Féllen lasst sich eine analytische Losung in expliziter Form bestimmen. Meist lassen
sich ODEs hochstens numerisch 16sen.

2.6. Systeme von gewohnlichen
Differentialgleichungen

Explizite gewohnliche Differentialgleichungen n-ter Ordnung lassen sich immer um-
wandeln in ein System von n gewohnlichen Differentialgleichungen 1.0rdnung. Diese
Umwandlung erfolgt iiber Variablensubstitution.

Die ODE z™(t) = f(t, z(t), #(t), &(t), ..., 2™~ 1)( )) wird hierbei durch die Substitu-
tion z1(t) = z(t), xo(t) = @(t), x3(t) = (t) T, (t) = 2™ V() zu dem System

a1 (t) = w2(t) (2.
Zo(t) = 3(t) (2.
in(t) = f(t, x(t),@(t), (1), ..., "D (t)) (2.10

transformiert. Das resultierende explizite Differentialgleichungssystem 1.Ordnung hat
folgende Form:

#1(t) = fr(t, 21(t), 22(t), ..., 2 (1)) (2.11)
To(t) = folt, x1(t), 22(t), ..., n(t))) (2.12)

(2.13)
i (t) = fult, 21(2), 22(t), .. (1)) (2.14)
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und l&sst sich iibersichtlicher in vektorieller Darstellung schreiben:

a(t) = f(t z(t)), (2.15)

wobei t € [ty,tr] C R, @ : [to,tr] = R™ und f : [to, tr] x R — R™.

Eine ODE in obiger Form beschreibt das dynamische Verhalten des Zustandes
2(t) und wird daher auch als Dynamik des Systems bezeichnet.

Gewohnliche Differentialgleichungen n-ter Ordnung und Systeme von n gewdhnli-
chen Differentialgleichungen 1.0rdnung kénnen hinsichtlich der Lésung im Prinzip
als dquivalent angesehen werden. Lost z(t) = 7(t) eine Gleichung n-ter Ordnung, so
st Z(t) = (2(t),2(t),...,2™ Y (t)) das zugehsrige System aus n Gleichungen. Und
l6st &(t) = (Z1(t), Z2(t), ..., T, (t)) ein Differentialgleichungssystem, so ist Z(t) = T (t)
Losung der entsprechenden Gleichung n-ter Ordnung.

Hat man urspriinglich ein Anfangswertproblem bzw. ein Randwertproblem mit gewhn-
licher Differentialgleichung n-ter Ordnung und wandelt diese in ein System 1.Ordnung
um, so miissen die Anfangswerte bzw. die Randwerte ebenfalls transformiert werden.
Statt z(to) = xo, @(to) = @, ..., 2™ D (t) = 2""" sind bei einem Anfangswertpro-
blem nun die Werte

Lo
. (n—1) o
x1(to) = xo, x2(tg) = Zo, ..., Tu(to) = x4y ', also x(ty) = : (2.16)
xgn—l)

vorgegeben. Analoges gilt fiir Randwertprobleme. Anfangswertprobleme und Rand-
wertprobleme lassen sich also entsprechend auf Differentialgleichungssysteme iibert-
ragen.

2.7. Partielle Differentialgleichungen

Neben den gewdchnlichen Differentialgleichungen gibt es auch die Klasse der partiel-

len Differentialgleichungen. Letztere unterscheiden sich von ODEs dadurch, dass nun

in der Gleichung nicht nur Ableitungen der Funktion z(¢) nach der unabhingigen

Variable ¢ vorkommen, sondern auch Ableitungen nach den einzelnen Komponenten
1(t)

von x(t) = x2_(t)

xp(t)
Um zu verdeutlichen, dass es sich bei einer Ableitung um eine partielle Ableitung
handelt, wird im Folgenden bei der Angabe einer partiellen Ableitung das, bei nor-
dx(t)

malen Ableitungen verwendete, ,,d* durch ,0% ersetzt. == zeigt eine Ableitung von

x(t) nach der unabhéngigen Variable ¢ an, ag—(t) dagegen die partielle Ableitung von
xr1
x(t) nach ihrer Komponente ;.

Grundlage dieses Kapitels waren [10], [12], [26] und [2§].
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Kapitel 3.

Relativbewegung zweier Satelliten

In Folgenden soll die Relativbewegung zwischen zwei Satelliten untersucht werden.
Dies beginnt mit einer allgemeinen Beschreibung des betrachteten Modells, der so-
genannten Systembeschreibung. Anschliefend werden Bewegungsgleichungen fiir die
Relativbewegung der beiden Satelliten hergeleitet und in vektorieller Form als Dif-
ferentialgleichung 1.0rdnung dargestellt. AbschlieBend wird die Relativbewegung an
einem Beispiel mit MATLAB graphisch dargestellt.

3.1. Systembeschreibung

Betrachte zwei Raumfahrzeuge, Chief und Deputy, welche die Erde umkreisen.

In den folgenden Abschnitten soll nun die Relativbewegung zwischen diesen beiden
beschrieben werden. Als Koordinatensystem verwende hierbei, sofern nichts anderes
erwahnt, das LVLH—KoordinatensystemE mit Ursprung im Chief (Z: vom Massen-
mittelpunkt der Erde weg, Z: normal zur Umlaufbahnebene des Satelliten, positiv
in Richtung Drehmomentvektor, ¢: ergénzt zu rechtwinkligem, rechts-hindischem,
kartesischem Koordinatensystem):

N>

®

<>
x>

Abb. 3.1.: Chief C, Deputy D und Erde E im LVLH-Koordinatensystem

ILVLH: Local Vertical Local Horizontal
13
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Annahmen:

e Chief, Deputy und Erde seien einzige Kérper im System

Chief, Deputy und Erde seien Punktmassen

Es gelte (Erdmasse > Chief-Masse) und (Erdmasse > Deputy-Masse)

Chief- und Deputy-Orbit seien elliptisch

Gravitationskraft der Erde sei einzige externe Kraft auf Chief und Deputy

3.2. Herleitung der Gleichungen zur Relativbewegung
zweier Satelliten

Zu Beginn dieses Abschnittes soll das ECI—KoordinatensystemE] mit Ursprung im
Massenmittelpunkt der Erde verwendet werden (Z: vom Massenmittelpunkt der Erde
in Richtung Frithlingspunkt, 2: normal zur Aquatorialebene, positiv in Richtung geo-
graphischem Nordpol, 4: ergénzt zu rechtwinkligem, rechts-handischem, kartesischem
Koordinatensystem). Die Sonne trifft genau zwei mal im Jahr, jeweils im Mé&rz und
im September, auf die Schnittgerade von Aquatorialebene und mittlerer Erdumlauf-
bahnebene. Der entsprechende Tag im Mérz wird als Friihlingstagundnachtgleiche
bezeichnet. Der Friithlingspunkt ist dann definiert als ein fester Punkt im All, der
auf jener Halbgeraden liegt, welche an diesem Tag vom Erdmittelpunkt durch den
Mittelpunkt der Sonne geht.

LFrihlings-
Ebene der Tagundnachtgleiche®
mittleren
Erdumlaufbahn

N>

punkt

,Herbst-
Tagundnachtgleiche”

Abb. 3.2.: Frithjahrspunkt und ECI-Koordinatensystem

Im Gegensatz zu dem zuvor beschriebenen, mit dem Satelliten rotierenden, LVLH-
Koordinatensystem handelt es sich bei dem ECI-Koordinatensystem um ein Inertial-
koordinatensystem, d.h. die Koordinatenachsen sind hinsichtlich der Fixsterne fest,
rotieren also nicht.

2ECIL Earth Centered Inertial

14



3.2. Herleitung der Gleichungen zur Relativbewegung zweier Satelliten

Alle im Folgenden genannten Variablen seien abhéngig von der Zeit ¢, was jedoch der
kiirzeren Schreibweise und Ubersichtlichkeit wegen weggelassen wurde.

Unter obigen Annahmen lautet die Keplersche Bewegungsgleichung fiir Zweikorper-
probleme mit einem Satelliten, der die Erde umkreist, nach [6] allgemein:
R (3.1)

r3

wobei pu = 3,986 - 10° k:f, die geozentrische Gravitationskonstante, r die Position
des Satelliten im ECI-Koordinationsystem, also den Vektor von Erde zu Satellit, und
r = |r|, den Abstand des Satelliten zur Erde bezeichnet.

Fiir die Bewegungsgleichung des Chief bzw. des Deputy gilt also:

_HTo KTy

5 bzw. 7 = ——,
To T

wobei sich der Index 0 auf den Chief und der Index 1 auf den Deputy bezieht.

Sei p = r1 — ro der Vektor von Chief zu Deputy, also die Position des Deputy
relativ zum Chief:

Abb. 3.3.: Relativposition r1-r0 des Deputy im LVLH-Koordinatensystem bzw. Po-
sition rl1 des Deputy im ECI-Koordinatensystem

Daraus ergibt sich

p="T1—"To
_ _Hr BT
n 7‘13 T03
_ i AT (3.3)
|"°1|23 7o’
HT1 HTo

ol

Transformiert man diese Gleichung nun in das LVLH-Koordinatensystem, so erhélt
man nach [6], zusammen mit den Bewegungsgleichungen in Polarkoordinaten, die

15
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folgenden Gleichungen fiir die Relativbewegung der beiden Satelliten:

i — 20y — Oy — 020 — — pir+x) -+ L (3.4)
[(r+a)?+y2+2%2 7
+ 200 + Ox — 0%y = — 3.5
’ YT Tty 0 39
Fp— s ' (3.6)
[(r+ )2+ y%+ 222
" 270
[ 3.7
; (3.7)
W
P =rd* — 2 (3.8)

wobei

16

Y
0

Abb. 3.4.: Relativbewegung des Deputy D im LVLH-Koordinatensystem

Abstand des Deputy zum Koordinatenursprung (bzw. zum Chief) in Z-Richtung,
Abstand des Deputy zum Koordinatenursprung in g-Richtung,
Abstand des Deputy zum Koordinatenursprung in z-Richtung,

Argument of latitude des Chief (Winkel zwischen einer Referenzgerade PQ,
welche den Chief-Orbit an den festen Punkten P und Q) schneidet und durch
die Erde geht, und der #-Achse),

Abstand des Chief zum Massenmittelpunkt der Erde (r = 7y der kiirzeren
Schreibweise wegen),

Geschwindigkeit des Deputy in Z-Richtung (Relativgeschwindigkeit zwischen
Chief und Deputy in z-Richtung),

Geschwindigkeit des Deputy in y-Richtung,

Winkelgeschwindigkeit um 6,



3.2. Herleitung der Gleichungen zur Relativbewegung zweier Satelliten

7 Geschwindigkeit des Chief in Richtung r,

Z Beschleunigung des Deputy in 2-Richtung (Relativbeschleunigung zwischen Chief
und Deputy in z-Richtung),

1 Beschleunigung des Deputy in gy-Richtung,

Z Beschleunigung des Deputy in 2-Richtung,

6 Winkelbeschleunigung um 6,

7 Beschleunigung des Chief in Richtung 7.
Dies léasst sich umformen zu:

ulr + ) "

i = 209 + Oy + 6%z — . 3.9
o (r+ )2+ 92+ 222 72 .

j = 207 — fa + 0%y — s ; 3.10

! ey g+ (10

Fp_— i ! (3.11)
[(r+x)2 +y? + 222

. 270

9:—% (3.12)

i = rf? — % (3.13)

Dieses System von gewohnlichen Differentialgleichungen 2. Ordnung wird nun umge-
wandelt in ein System von zehn gewohnlichen Differentialgleichungen 1. Ordnung:

T = I =% (3.14)
Ty=yY Tp=a7 (3.15)
T3 =2z T3=UTs (3.16)
re=0  Iy=x9 (3.17)
Ts =71 I5 =T (3.18)
2
wo =i g = 2werr — —00 0y + 22u, — puls + x;) —+ 4 (3.19)
x5 [(z5 + 21)? + 23 + 232 T3
2
Tr =Y @Iy = —2x9Te + xloxgxl + 25Ty — i ECE (3.20)
5 (25 + 1) + 23 + x3]2
wy =4 iy =— P . (3.21)
(25 + 21)* + 23 + 23]
: 2
Lo =0 g = — 21079 (3.22)
L5
T1o =7 d10 = T5Th — e (3.23)

5

= System von 10 nichtlinearen gewo6hnlichen Differentialgleichungen 1.Ordnung

17



Kapitel 3. Relativbewegung zweier Satelliten

Diese nichtlinearen Gleichungen beschreiben die Relativbewegung der beiden Satelli-
ten, bzw. genauer die Bewegung des Deputy im LVLH-Frame mit Ursprung im Chief,
also die Bewegung des Deputy relativ zum Chief.

Mit & = ( T1 To T3 Ta Ty Tg Ty X Ty T1ip )T lasst sich dieses Gleichungs-
system auch in vektorieller Form als

a(t) = f(t,x(t)) (3.24)
darstellen, siehe [2.15]

Die entsprechende Vektor-Differentialgleichung 1.0rdnung zur Beschreibung der Re-
lativbewegung zweier Satelliten lautet damit:

T

I 7

i) xs

I3 T

La Z10

Xz 2 5+

5| = | 2mom — B0ogy 4 g2y, — —BEEEE) gy (3.25)
Tg x52 [(ws+wx1)2+23+a3]2 %5
- —2xgxg + 20T 4 220, — fiTe 1
. s " (ester)?Hadad)?
Tg _ B3

; [(r5+x1)2+z§+x§]%

Ty _ 2x10%T9
T10 s

T57g — Ly

5

3.3. Modellierung der Relativbewegung zweier
Satelliten an einem Beispiel in MATLAB

Betrachte ein Beispiel entsprechend der Systembeschreibung aus Abschnitt [3.1] Der
Chief befinde sich auf einem elliptischen Orbit und es gelten die folgenden normier-
tenf| Anfangsbedingungen aus [6]:

z(0) = —0,01127, y(0) = 0, z(0) = 0,1, 6(0) = 0,r(0) = 0,9, (0) = 0,02,
7(0) = 0,02, 2(0) = 0, 6(0) = 1,22838, 7(0) = 0. Aufgrund der Normierung gilt
fiir die Gravitationskonstante p = 1.

Verwendet man nun die eben hergeleitete Gleichung mit diesen Anfangswer-
ten und 16st mittels der in MATLAB vordefinierten Funktion ode45, so lassen sich
direkt folgende Plots fiir die Bewegung des Deputy relativ zum Chief erzeugen:

3Positionen wurden durch die Linge der groBen Halbachse a und Winkelgeschwindigkeiten durch

\/ &5 normiert
18



3.3. Modellierung der Relativbewegung zweier Satelliten an einem Beispiel in MATLAB

Normierte x-Komponente Relativposition
0.02 T T T

0.015

0.01

0.005

x/a
o

-0.005

-0.01

-0.015

-0.02 I i i i 1 I i
0 k i

Orbital Periods

Abb. 3.5.: Zeitlicher Verlauf der normierten x-Position des Deputy relativ zum Chief

Normierte y-Komponente Relativposition
0.1 T T T

0.08F i ; 4

0.04 : |

0.02- : E : =

Orbital Periods

Abb. 3.6.: Zeitlicher Verlauf der normierten y-Position des Deputy relativ zum Chief
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Normierte z-Komponente Relativposition
0.2 T T T

015 &l

015} : : 4

02 1 1 I i 1 1 1
0 k §
Orbital Periods

Abb. 3.7.: Zeitlicher Verlauf der normierten z-Position des Deputy relativ zum Chief

In den ersten drei Bildern wurden auf der Abszissenachse die Orbital Periods, also
t/Thorm Mit Thopm = 27, und auf der Ordinatenachse die durch die Linge der grofien
Halbachse a normierte x- bzw. y- bzw. z-Position des Deputy relativ zum Chief,
also z/a bzw. y/a bzw. z/a, abgetragen. In den vier folgenden Bildern wurden die
normierte x- gegen die normierte y-Position des Deputy (relativ zum Chief) bzw. die
normierte x- gegen die normierte z-Position des Deputy bzw. die normierte y- gegen
die normierte z-Position des Deputy bzw. die normierte x- gegen die normierte y-
gegen die normierte z-Position des Deputy geplottet.

X gegeny

0.06 - .

0.04 - 4 : . N

0.02f e : : : -

yia

-0.04 - : : x|

-0.06 - ; : 4

I i i i 1 I
-0.06 -0.04 -0.02 0 0.02 0.04 0.06

Abb. 3.8.: Normierte x-Position gegen normierte y-Position
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3.3. Modellierung der Relativbewegung zweier Satelliten an einem Beispiel in MATLAB

X gegen z
T
01 b
0.05 =
§ o 1
-0.051 =
01K =
1 1 1 1
-0.1 -0.05 0 0.05 01
x/a

Abb. 3.9.: Normierte x-Position gegen normierte z-Position

y gegen z
T
0.1F e
0.05+- £ G &
s o 1
-0.051 : , .
0.1+ J E
1 1 1 1 1
-0.1 -0.05 0 0.05 0.1
yia

Abb. 3.10.: Normierte y-Position gegen normierte z-Position
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X gegeny gegenz

0.1

0.05

zfa

-0.05

-0.1

01"

0.05 0.1
0 : 0.05

-0.05
-0.05

-0.1
-0.1
yia o

Abb. 3.11.: Normierte x-Position gegen normierte y-Position gegen normierte z-
Position

In diesem Abschnitt wurde die Relativbewegung zweier Satelliten an einem normier-
ten Beispiel modelliert. Das zugehorige nicht-normierte Beispiel findet sich im Anhang
Bl

Wie leicht auf den jeweils ersten drei Plots hier und im Anhang [B| zu erkennen ist,
war die Relativbewegung in beiden Beispielen beschrénkt. Dies ldsst sich auf eine
giinstige Wahl der Anfangswerte zuriickfithren. Allgemein ist die Relativbewegung
jedoch nicht beschrankt. Schon eine kleine Verdnderung an einem der Anfangswerte
kann zu einer unbeschriankten Relativbewegung fithren. Ziel beim Rendezvous und
Docking ist es, dass die Relativbewegung, also die relative x- ,y- und z-Position des
Deputy, beschriankt ist und jeweils speziell gegen 0 geht.

Die entsprechenden MATLAB m-files zu den Plots aus diesem Kapitel und dem An-
hang befinden sich auf der beigefiigten CD.

Fiir dieses Kapitel wurden Informationen aus [6], [14] und [20] verwendet.
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Kapitel 4.

Rendezvous und Docking als
Optimalsteuerungsproblem

Im folgenden Kapitel wird allgemein ein Optimalsteuerungsproblem in ein Randwert-
problem eines nichtlinearen Differentialinklusionssystems 1.Ordnung transformiert
und anschlieBend am Beispiel des, als energie- oder zeitminimal geforderten, R&D-
Szenarios zwischen zwei Satelliten veranschaulicht.

Dies beginnt mit einer kurzen Einfithrung zu Variationsproblemen, welche anschlie-
Bend auf Optimalsteuerungsprobleme erweitert werden. Ausgehend von den, im vor-
herigen Kapitel hergeleiteten, Bewegungsgleichungen fiir die Relativbewegung zwi-
schen zwei Satelliten wird dann die Dynamik der gesteuerten Relativbewegung mit
den, entsprechend dem Rendezvous- und Docking-Problem aufgestellten, Randbedin-
gungen formuliert. Dieses, aus der R&D-Problematik resultierende, Randwertproblem
wird zusammen mit der Forderung nach Energie- oder Zeiteffizienz des Manovers als
Optimalsteuerungsproblem betrachtet. Unter Verwendung der, aus dem sogenann-
ten Maximumprinzip von Pontryagin folgenden, notwendigen Bedingungen fiir eine
optimale Losung eines Optimalsteuerungsproblems wird dieses anschliefend in ein
Randwertproblem einer nichtlinearen Differentialinklusion 1.0Ordnung transformiert.
Abschlieflend werden diese Zusammenhinge am Beispiel des bereits formulierten
Rendezvous- und Docking- Optimalsteuerungsproblems exemplarisch durchgerech-
net.

4.1. Variationsprobleme

Seien in diesem und dem darauf folgenden Abschnitt, falls nichts anderes erwahnt,
m,n,q,r € N.

Variationsprobleme gehéren zur Klasse der Optimierungsprobleme, wobei der zu be-
stimmende optimale Parameter hierbei nicht einfach ein Wert aus dem R"”, sondern
eine Funktion @ : [to, tr| — R™ mit [to, tr] C R ist. Entsprechend dem Abschnitt
iiber Differentialgleichungen wird auch hier x(t) als Zustand bzw. Zustandstrajek-
torie bezeichnet. Eine Abbildung von einem Banachraum, d.h. einem vollstandigen,
normierten Vektorraum, in einen Banachraum nennt man allgemein einen Operator.
Betrachtet man spezieller eine Abbildung von einem Banachraum nach R, so spricht
man von einem Funktional.
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Ein Variationsproblem besitzt damit folgende vereinfachte Form:
Minimiere das Funktional

tp
Fle()i= [ fta(t).a(0)d (@)
to
unter den Nebenbedingungen

x(tg) = xo und x(tr) = @7, (4.2)

wobei [tg, tr] C R kompaktes, nicht-leeres Intervall mit ¢ty < tr, t € [to, t7],

x : [to,tr] — R™ auf [to, t7] stetig differenzierbar, f : [to,t7] X R® x R" — R und
xy, zr € R™.

Hierbei konnen Nebenbedingungen auch als Gleichungen, Ungleichungen oder Inte-
gralgleichungen formuliert sein. Auflerdem darf ¢ mehrdimensional sein und f kann
neben & (t) auch noch weitere Ableitungen von (t) nach ¢ enthalten.

Bei Variationsproblemen ist also eine stetig differenzierbare Funktion @ : [ty, t7] — R”
gesucht, welche das Funktional F' minimiert und die Randbedingungen x(ty) = @
und x(tr) = xr erfiillt.

Eines der bekanntesten Variationsprobleme ist das von Johann Bernoulli im Jahr
1696 gestellte sogenannte Brachistochrone-Problem[!, Hierbei soll zu zwei Punkten
A, B auf einer vertikalen Ebene jener Weg gefunden werden, auf welchem ein be-
weglicher Punkt M, allein durch die Wirkung der Gravitationskraft, am schnellsten
von dem hoher gelegenen A zu dem tiefer gelegenen B gelangt. Anders als vielleicht
im ersten Moment vermutet, ist hier, aufgrund der Gravitation, der kiirzeste nicht
unbedingt auch der schnellste Weg.

y(x)

Abb. 4.1.: Brachistochrone-Problem

Loriech.: BpaxioToé £ kiirzeste, xpovof = Zeit
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4.2. Optimalsteuerungsprobleme

Optimalsteuerungsprobleme erweitern Variationsprobleme, indem zusétzlich zu dem
Zustand x(t) auch eine Steuerung u(t) in der Formulierung des zu 16senden Problems
vorkommt. Diese beeinflusst das, durch die ODE gegebene, dynamische Verhalten des
Zustandes x(t).

Ein Optimalsteuerungsproblem besitzt allgemein folgende vereinfachte Form:
Minimiere die Zielfunktion

J(x(t), u(t)) :/tTf(t,:c(t),u(t))dt (4.3)

unter der ODE-Nebenbedingung
z(t) = g(t,x(t),u(t)) fast iiberall auf [to, t7], (4.4)
den Randbedingungen

k(@(ty)) = ﬁ
0

und der Beschrinkung der Steuerung
u(t) € U fast iiberall auf [tg, t7], (4.6)

wobei [to, tr] C R kompaktes, nicht-leeres Intervall mit ¢ty < tr < oo, t € [to, tr],
x : [to, tr] — R™ auf [to, t7] stetig differenzierbar, w : [to, t7] — R™ auf [to, tr] stetig,
f i [to, tr] x R™ x R™ — R stetig und beziiglich 2-ter bis (n+1)-ter Komponente, also
beziiglich der -Komponenten, stetig partiell differenzierbar, g : [to, t7] x R* x R™ —
R™ stetig und beziiglich 2-ter bis (n+1)-ter Komponente stetig partiell differenzierbar,
k : R™ — RY stetig partiell differenzierbar, [ : R® — R" stetig partiell differenzierbar,
xo, xr € R" und U C R™ sogenannter Steuerbereich ist.

Die Nebenbedingung entspricht hier offensichtlich der Dynamik des Systems, da
durch die ODE gerade das dynamische Verhalten des zu bestimmenden Zustandes
x(t) beschrieben wird. Im spéteren R&D-Beispiel wird diese ODE-Nebenbedingung
die Relativbewegung zwischen den beiden betrachteten Objekten, also den eigentli-
chen Kern des Systems, widerspiegeln.

Die Zielfunktion kann gegebenenfalls um einen Summanden h(x(ty), z(t7)) mit
h : R" x R" — R hinreichend glatt, erweitert sein. Zusétzlich konnen auch Be-
schrankungen des Zustandes x(t) oder kombinierte Steuer-Zustandsbeschrinkungen
enthalten sein. Auflerdem kann die Nebenbedingung als partielle Differentialglei-
chung statt als ODE formuliert sein.

Gesucht ist hierbei also eine optimale Trajektorie @ (¢) und eine optimale Steuerung
u(t), sodass fiir das Paar ((t),u(t)) die Zielfunktion J minimal ist und alle gefor-
derten Nebenbedingungen, Randbedingungen und Beschréinkungen erfiillt sind.
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Abhéngig von der Zielfunktion differenziert man zwischen einem Bolza-, Mayer-
oder Lagrange-Problem, wobei diese durch Umformungen jeweils ineinander iiberfiihrt
werden konnen. Bei einem Bolza-Problem sind A, f # 0, bei einem Mayer-Problem
gilt h # 0 und f = 0 und ein Lagrange-Problem hat h = 0 und f # 0. Im Folgenden
werden wir uns speziell auf als Lagrange-Probleme formulierte Aufgabenstellungen
konzentrieren.

Bei der Losung von Optimalsteuerungsproblemen unterscheidet man zwischen di-
rekten und indirekten Methoden. Letztere transformieren notwendige Optimalitéts-
bedingungen fiir die Losungen, z.B. aus dem spéter beschriebenen Maximumprinzip
von Pontryagin, in numerisch zu l6sende Randwertprobleme. Meist liefert dies jedoch
nur ein mogliches Optimum, welches gegebenenfalls noch mittels hinreichender Be-
dingungen iiberpriift werden muss. Bei direkten Methoden dagegen wird das Problem
diskretisiert und anschlieSfend mit Hilfe von Methoden der nichtlinearen Optimierung
gelost. Hierbei ist auch zu iiberpriifen ob notwendige bzw. hinreichende Bedingun-
gen fiir ein Optimum erfiillt sind und ob die Losungen gegen die Losung des nicht-
diskretisierten Ursprungsproblems konvergieren.

Betrachte nun vor diesem Hintergrund das Rendezvous- und Docking-Szenario zwi-
schen zwei Satelliten, Chief und Deputy, in einer Umgebung entsprechend der Sys-
tembeschreibung aus dem vorherigen Kapitel. Hierbei soll sich der Deputy so weit
an den Chief anndhern, dass er sich mechanisch direkt an diesen ankoppeln kénnte.
AufBlerdem sei gefordert, dass dieser Vorgang moglichst energieeffizient oder moglichst
schnell durchgefiihrt wird.
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4.3. Mathematisches Modell fiir die Dynamik der
Relativbewegung beim R&D
Alle im folgenden Abschnitt genannten Komponenten x4, xs, o3, 24, x5, Tg, T7, Tg, Ty,

10, Uy Uys Uz, P1, P2, P3s P4y Psy Poy P15 Ps; Po und pig seien abhingig von der Zeit ¢,
was jedoch der kiirzeren Schreibweise und Ubersichtlichkeit wegen weggelassen wurde.

Betrachte den Zustand x(t) = (z,v, z,@,r,:t,y,,é,é,f)T mit den Komponenten sie-

he Abschnitt

Abb. 4.2.: Relativbewegung des Deputy D im LVLH-Koordinatensystem

bzw. nach - in umgewandelter Form:
w(t> — (I17 X2, X3, T4,T5,T6, L7, X8, L9, IIO)T' (47)

Dann gilt, ausgehend von und [3.25] fiir die Dynamik der gesteuerten Relativbe-
wegung zwischen den beiden Satelliten:

@(t) = f(t, x(t), u(t)), (4.8)

mit w(t) = (ug, uy,u,)” Steuerung in -, §- und 2-Richtung, d.h. konkret:

L

T Ty

T2 Ts

T3 Tg

‘7‘:4 10

T 2 T5+T

5 — 2xqxy — S0 py 4 $3$1 - e to) T+ 5t u, . (4.9)
g ” (eton)>adaad 75

. —2x9T6 + M.ﬁﬂl + :c2x2 — S Tt u
Z7 z5 9 (zs+z1)2+x3+23]2 v
. o3

Ls B /; 2, 213 T U

i [(z5+z1)?+a5+a3]2

9 _ 2x10T9
T10 s

T5TE — ;‘—g
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Da sich der Deputy am Ende des Rendezvous- und Docking- Vorgangs, zum Zeitpunkt
t = tr, direkt am Chief, bzw. in unserem Fall in einem festen, geringen Abstand zum
Chief, befinden und diese Position beibehalten soll, muss gelten:

z(ty) = dy, y(tr) = dy, z(t7) = d,, @(tr) = 0, y(tr) = 0, 2(t7) = 0 bzw. hier nun
l’l(tT) = dw, ZL‘Q(tT) = dy, ZL‘3(tT) = dz, ZEG(tT) = 0, l‘7(tT) = 0, I’g(tT> = O

Die Randbedingungen seien also:

x1(to) Zo x1(tr) dy
w5(to) Yo Ta(tr) dy
x3(to) 20 z3(tr) d,
x4(to) to zy(tr) Or
x(tg) = 2282; = ;(; und x(tr) = izg;; = TOT . (4.10)
x7(to) Yo x7(tr) 0
5(to) 2 zs(tr) 0
$9<t0) 90 Ig(tT) QT
z10(to) 70 T10(t7) rT

wobei g, Yo, 20, 0o, 70, o, Yo, 20, 90, To, O, 7T, QT, 77 feste Werte bezeichnen und d,, d,
und d, feste, geringe Abstédnde zwischen Chief und Deputy in Z-, §- bzw. 2-Richtung
darstellen. Hierbei bezeichne ¢t = ¢, den Ausgangszeitpunkt und ¢ = ¢ den Zeitpunkt
zu dem das Ziel erreicht, also das Rendezvous und Docking abgeschlossen ist.

Es sei angemerkt, dass die Differentialgleichung nur allgemein die Relativbewe-
gung, bzw. genauer die gesteuerte Relativbewegung, zwischen den beiden Satelliten
beschreibt. Erst die Randbedingungen beinhalten die wesentlichen Eigenschaf-
ten des Rendezvous und Docking. Das urspriingliche R&D-Problem mit Chief und
Deputy wird nun also durch das Randwertproblem [4.9) und ausgedriickt.

Nun soll die Losung (x(t), w(t)) des Randwertproblems, also das Paar aus Zustand-
strajektorie und Steuerung, so bestimmt werden, dass der Treibstoffverbrauch oder
die benétigte Zeit tr moglichst gering sind. D.h. fttT Uy + Uy + u, dt oder fttT 1dt
sollen minimal sein. Beides zusammen wiirde sicherlich zu einem Trade-off fithren
da eine Losung mit minimalem Treibstoffverbrauch meist eine lange Dauer mit sich
bringt und eine Losung mit minimaler benétigter Zeit meist einen hohen Treibstoff-
verbrauch bedeutet. Fiir die Losung wird also ein Kompromiss nétig sein. Aus diesem
Grund wurde entschieden hier speziell den Treibstoffverbrauch bei fester Endzeit ¢7
zu minimieren, das R&D-Manover also moglichst energieeffizient durchzufiihren.

Es lisst sich leicht erkennen, dass es sich bei der hier vorliegenden Aufgabenstellung
um ein Optimalsteuerungsproblem handelt. Aus diesem Grund soll im Folgenden die
allgemeine Losung eines solchen hergeleitet und anschliefend fiir das konkrete Pro-
blem angedeutet werden. Hierfiir sind jedoch noch einige mathematische Grundlagen
notig, welche nun erklért werden.
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4.4. Das Maximumprinzip von Pontryagin

Sei ein Optimalsteuerungsproblem entsprechend dem Abschnitt [4.2]gegeben. Abhéngig
von der gewihlten Steuerung w(t) lassen sich verschiedene Zusténde x(t) bestim-
men, welche die gegebene Differentialgleichung 16sen. Aus diesem Grund wird
eine Losung dieser ODE immer als Tupel (x(t), u(t)) angegeben.

Ein Tupel (x(t), u(t)) heift allgemein genau dann zuléssiger Prozess, wenn (x(t), u(t))
die aus der Differentialgleichung bestehende Nebenbedingung[4.4] die Randbedingun-
gen [4.5] sowie alle weiteren vorgegebenen Beschrankungen erfiillt.

Der zuléssige Prozess, der die minimale Zielfunktion J unter allen zuléssigen Prozes-
sen liefert, wird als optimal bezeichnet. Formaler bedeutet dies:

Ein zuldssiger Prozess ((t), w(t)) ist optimal, wenn fiir alle anderen zuléssigen Pro-
zesse (x(t),u(t)) gilt, dass

J(@(t), ut)) > J(&(t), alt)). (4.11)

Minimiert ein zuléssiger Prozess also zusétzlich die Zielfunktion, so bezeichnet man
das u(t) aus dem Tupel als optimale Steuerung und &(t) als optimale Zustandstra-
jektorie. Das Tupel (&(t),u(t)) ist in diesem Fall Losung des gegebenen Optimal-
steuerungsproblems.

Um ein solches Optimalsteuerungsproblem 16sen zu konnen, muss ein Tupel (x(t), u(t))
gewisse notwendige Bedingungen erfiillen. Ein notwendiges Optimalitatskriterium lie-
fert das von L.S. Pontryagin, V.G. Boltyanskii, R.V. Gamkrelidze und E.F. Mishchen-
ko bewiesene Maximumprinzip, hier Maximumprinzip von Pontryagin genannt. Eine
Ubersetzung des Originalbeweises lisst sich finden in [21].

Fiir die Formulierung des Maximumprinzips von Pontryagin sind zuvor noch Defini-
tionen zu Transponierten, komplex Konjugierten, Adjungierten und Hamilton’schen
notig, welche nun folgen.

Die Transponierte einer Matrix wird allgemein erzeugt, indem fiir jeden Matrixein-
trag Spalten- und Zeilennummer vertauscht werden. D.h. die Eintrige der Matrix
werden sozusagen an der Diagonale gespiegelt. Bei einem Vektor bedeutet dies, dass
aus einem Zeilen- ein Spaltenvektor wird und umgekehrt. Um anzuzeigen, dass die
Transponierte einer Matrix M betrachtet werden soll, wird ein hochgestelltes 1" ver-
wendet, also hier entsprechend M7 geschrieben.

Eine komplexe Zahl z € C ldsst sich allgemein darstellen als z = a+14-b mit a,b € R
und 7 := /—1, der sogenannten imaginiren Einheit. Die komplex Konjugierte einer
solchen Zahl z ist dann definiert als Z = a — - b. Es lésst sich leicht erkennen, dass fiir
eine reelle Zahl die komplex Konjugierte dieser Zahl gerade die Zahl selbst ist. Die
komplex Konjugierte einer Matrix entsteht, indem die Eintrdge der Matrix jeweils
komplex konjugiert werden.

Als Adjungierte einer Matrix bezeichnet man die Transponierte der komplex Konju-
gierten dieser Matrix und verwendet als Zeichen hierfiir ein hochgestelltes .

Diese Definitionen zu komplex Konjugierten, Transponieren und Adjungierten lassen
sich analog auch fiir Abbildungen formulieren.
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Definiere damit nun die sogenannte Hamilton’sche als

H :lto,tr] x R" x R™ x R" xR — R,

H(t,(t), w(t), p(1), Yo) = P(0)° - g(t, 5(0), w(t) — Do - F(t2(0), u(t), )
wobei p(t)* die Adjungierte, d.h. die Transponierte der komplex Konjugierten, bzw.
wegen p : [tg, tr] — R™ hier einfach die Transponierte, von einer Abbildung p(t) be-
zeichnet. Schreibe in diesem Zusammenhang nun der Einfachheit wegen direkt p(t)”
statt p(t)*. Eine Erkldrung der genaueren Bedeutung dieser, als Kovariable bezeich-
neten, Abbildung folgt spéter. Des Weiteren entspricht ¢(t,(t),w(t)) der rechten
Seite der Gleichung aus der ODE-Nebenbedingung und f(t,z(t),u(t)) dem In-
tegranden aus der Zielfunktion [4.3] Der Multiplikator Ag bei f(¢, z(t), u(t)) ist ein
Skalar aus R und wird spéter als A\g = 1 verwendet werden.

Das Maximumprinzip von Pontryagin lautet damit:
Satz 1 (Mazimumprinzip von Pontryagin)
Sei (z(t), u(t)) eine Lisung des Optimalsteuerungsproblems[{.4, dann ezistieren Kon-
stanten \g € R mit A\g > 0, v € R und w € R", sowie eine stetig differenzierbare
Funktion p : [to, tr] — R", sodass
1. die ,Nicht-Trivialitdtsbedingung“
(Mo, v,w,p(t)) # (0,0,0,0) fir alle t € [t,,tr], (4.13)

2. die ,Adjungierte Gleichung fiir die Kovariable“ mit sogenannten , Transversa-
litatsbedingungen® auf den Rdndern

p(t) = —aa—i](t, (), u(t),p(t), \o)* fast dberall auf [to,tr], (4.14)
plo) = (Get@ti)) v (415

plr) = (e (@) - (116)
und

3. die ,Mazximierungsbedingung“

H(t,@(t), u(t),p(t), o) < H(t,2(t), u(t), p(t), Ao)

) ) (4.17)
fir alle w(t) € U und fast iberall auf [to, tr]

erfillt sind. (vgl. [22])
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Das Maximumprinzip von Pontryagin sagt aus, dass eine Losung (&(t),u(t)) eines
entsprechend dem Abschnitt gegebenen Optimalsteuerungsproblems auf jeden
Fall die Bedingungen (1)-(3) erfiillen muss. Ist fiir ein Tupel (x(t), w(t)) mindestens
eine der Bedingungen nicht erfiillt, so kann es sich bei diesem Tupel um keine Lésung
des zugrundeliegenden Optimalsteuerungsproblems gehandelt haben. Das Maximum-
prinzip von Pontryagin stellt folglich eine notwendige Bedingung fiir eine Losung des
Optimalsteuerungsproblems dar. Jedes Tupel (x(t),u(t)), welches die Bedingungen
erfiillt, ist ein moglicher Kandidat fiir eine optimale Losung.

Fiir die Formulierung des Maximumprinzips wurde eine zusétzliche Funktion p(t)
eingefiihrt, welche als Kozustandsvariable oder Kovariable bzw. Trajektorie der Ko-
variable zu dem Zustand bzw. der Zustandstrajektorie x(t) bezeichnet wird. Neben
der optimalen Zustandstrajektorie &(¢) muss nun auch die optimale Kovariablentra-
jektorie p(t) bestimmt werden. Durch die Einfithrung dieser zusétzlichen Funktion
wurde die Problemdimension nun offensichtlich verdoppelt. Die Kovariable ist jedoch
Teil der Formulierung des in [2I] bewiesenen Satzes und kann daher nicht einfach
weggelassen werden. Neben der Tatsache, dass sie fiir die Konzipierung des Maxi-
mumprinzips von Pontryagin notig ist, ldsst sich aus der Kovariable auch folgender
Zusammenhang ableiten:

Die optimale Kovariable p(t,) spiegelt zu einem Zeitpunkt t, € [to, t7[ die Sensitivitéit
der Zielfunktion J beziiglich kleiner Stérungen des optimalen Zustandes &(t,) wider,
d.h. p(t,) gibt also an, wie stark sich J in dem Falle einer solchen Stérung veréndert.
Nach dem Zeitpunkt ¢., d.h. fir t €]t,, t7], sei hierbei die Steuerung und damit auch
Z(t) wieder optimal, also ohne Storung. In den Wirtschaftswissenschaften wird die
optimale Kovariable p(t) auch als Schattenpreis bezeichnet. (vgl. [18])

Die ,Nicht-Trivialitdtsbedingung® aus dem Maximumprinzip bedeutet offensichtlich,
dass nicht alle vier Multiplikatoren A\, v, w und p(t) zur selben Zeit gleich 0 sein
diirfen. Damit soll der triviale Fall ausgeschlossen werden, da dieser natiirlich immer
gilt.

Die sogenannte ,, Adjungierte Gleichung fiir die Kovariable“ beschreibt das dynami-
sche Verhalten der Kovariable und entspricht damit deren Bestimmungsgleichung. Die
zugehorigen ,, Transversalitdtsbedingungen“ auf den Réndern geben dann die Rand-
bedingungen fiir die Kovariable vor. An dieser Stelle flielen die urspriinglichen Rand-
bedingungen 4.5/aus dem zugrundeliegenden Optimalsteuerungsproblem, welches hier
gelost werden soll, ein. Die Zielfunktion und die ODE-Nebenbedingung sind
auerdem bereits indirekt in der Hamilton’schen enthalten.

Die ,,Maximierungsbedingung* stellt den wesentlichen Teil des Maximumprinzips von
Pontryagin dar. Sie sagt aus, dass zu einem festen Zeitpunkt ¢, dem festen optima-
len Zustand &(t), der festen optimalen Kovariable p(t) und gegebenem )\, die Ha-
milton’sche ein globales Maximum bei der optimalen Steuerung w(t) besitzt, also
durch @(t) iiber U maximiert wird. Daher auch die Bezeichnung ,, Maximumprin-
zip“. Jede optimale Steuerung wu(t) muss die , Maximierungsbedingung* erfiillen, also
H(t,z(t),u(t),p(t), Ao) iiber U maximieren.

Die ,,Maximierungsbedingung* beinhaltet offensichtlich die Beschrénkung der Steue-
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rung auf den Steuerbereich U. Damit sind nun alle Vorgaben aus dem gegebenen
Optimalsteuerungsproblem in diesen Satz integriert.

Im Folgenden wird der Begriff , mengenwertig® bzw. ,mengenwertige Abbildung*,
speziell im Bezug auf die Steuerung w(t), benétigt und soll daher nun erklért werden:
Man bezeichnet eine Abbildung als mengenwertige Abbildung, wenn diese ein Ele-
ment des Urbildbereichs auf eine Menge von Elementen, also nicht zwingend auf nur
genau ein Element, des Bildbereichs abbildet. Eine gewchnliche Abbildung dagegen
bildet jedes Element des Urbildbereichs auf genau ein Element des Bildbereichs ab.

N
77X
X
\, X
/\
Definitionsbereich Wertemenge Definitionsbereich Wertemenge
(Urbildbereich) (Bildbereich) (Urbildbereich) (Bildbereich)

Abb. 4.3.: Mengenwertige Abbildung (links), gewthnliche Abbildung (rechts)
Ein Beispiel fiir eine mengenwertige Abbildng wére F(x) = [z, z + 1].

F(x)

Abb. 4.4.: Beispiel mengenwertige Abbildung F(x)=[x,x+1]
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4.5. Transformation eines Optimalsteuerungsproblems
in ein Randwertproblem

Es sei nun weiterhin die optimale Losung (2(t),w(t)) zu einem entsprechend Ab-
schnitt gegebenen Optimalsteuerungsproblem gesucht. Um ein solches Optimal-
steuerungsproblem l6sen zu konnen, muss ein Tupel (x(t), w(t)) die notwendigen Op-
timalitétskriterien aus dem Maximumprinzip von Pontryagin erfiillen. Aus diesem
Grund werden im Folgenden, wie bei sogenannten indirekten Methoden iiblich, die-
se notwendigen Bedingungen entsprechend in ein numerisch zu lésendes Randwert-
problem transformiert und dazu verwendet, mogliche Kandidaten fiir eine optimale
Losung zu bestimmen.

Entscheidend bei dem Maximumprinzip von Pontryagin ist die ,Maximie-
rungsbedingung®, d.h. dass die optimale Steuerung wu(t) die Hamilton’sche
H(t,z(t),u(t),p(t), \o) iber U maximiert, also dass das wu(t) € U so
gewdhlt sein muss, dass H(t,&(t),w(t),p(t), Ag) im Vergleich zu allen anderen
H(t,z(t),u(t), p(t), Ao) mit u(t) € U maximal ist.

Im Folgenden soll speziell das nicht-degenerierte Problem, siehe [22], also der regulére
Fall mit A\g = 1, betrachet werden, d.h.

H(t,a(t), u(t), p(t), Ao) = p(t)" - g(t, (), u(t)) — Ao~ f(t,2(t), u(t))
Ep)" - gt @(1), ut) — f(t@(t),w(t) = H(t,@ (1), ut), p(t)).

Um die Maximierung nun fiir ein gegebenes, noch zu lésendes Optimalsteuerungspro-
blem zu realisieren, wird folgende mengenwertige Abbildung definiert:

(4.18)

R [to, tT] X R" x R" — QR"L,

R(t,z(1),p(t)) = {u(t) € UIH(t, (1), u(l), p(t)) = supsevH (1, w(t)ﬂ(thp(t())} |
4.19

Hierbei wurde das H nun nicht fiir festes ¢, das feste optimale &(¢) und das feste
optimale p(t) betrachtet, also nicht als H (¢, z(t), u(t), p(t)) verwendet, sondern fiir
jedes t, x(t) und p(t) aus dem jeweiligen Definitionsbereich, da hier die optimalen
Trajektorien &(t), w(t) und p(t) erst noch zu bestimmen sind.

R bildet jedes Tupel (t,x(t), p(t)) aus dem Definitionsbereich [tg, t7] x R™ x R™ auf
die Menge an u(t) € U C R™ ab, welche H tiber U maximieren, also mit welchen das
H zu dem jeweiligen Tupel (¢, x(t), p(t)) am groBiten ist. AuBerdem muss eine Losung
(x(t),w(t)) des Optimalsteuerungsproblems nach dem Maximumprinzip von Pontrya-
gin die ,Maximierungsbedingung® erfiillen, d.h. ein entsprechendes @(t) muss gerade
die Hamilton’sche H maximieren. Folglich bildet R in jedem Punkt (¢, x(t), p(t)) ge-
nau auf die Menge der Kandidaten fiir eine optimale Steuerung () ab. Die optimale
Steuerung u(t) ist also ein Element von R(t, (t), p(t)).

Da hier alle méglichen Kandidaten fiir eine Losung des Optimalsteuerungsproblems
bestimmt werden sollen, wird in der, mit Hilfe der Optimalitétsbedingungen des Pon-
tryagin’schen Maximumprinzips, umgeformten Problemstellung nun R statt u ver-
wendet werden.
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Fiir den regulédren Fall, dass R einem Tupel (¢, (), p(t)) nur genau ein Element ()
zuweist, also R an dieser Stelle nicht mengenwertig ist, ist die optimale Steuerung
u(t) dort bereits bestimmt.

Kritisch ist jedoch der Fall, bei dem w(t) linear mit einem weiteren Faktor ¢ als
Summand in die Hamilton’sche H einflieit, d.h. falls gilt:

H(t, 2(t), u(t), p(t)) = G(t,z(t), p(t)) + u(t) - ¢,

wobei G(t, (t), p(t)) den Anteil von H bezeichnet, welcher unabhéngig von w(t) ist.
Wird hierbei der Faktor ¢ gleich 0 fiir ¢ € [t1, 5] mit t; < to und [ty,ts] C [to, tr],
so hat wu(t) in diesem Zeitintervall keinen Einfluss auf das H und wu(t) bzw. R
kann somit nicht eindeutig, sondern nur mengenwertig mit Hilfe eines Intervalls als
R(t,z(t),p(t)) = u(t) = [0, Umaz|, angegeben werden. Das Maximumprinzip liefert in
diesem sogenannten singulidren Fall also keine Information iiber die optimale Steue-
rung in dem Bereich [t1, ts], d.h. es ist hier nicht méglich ein konkretes, optimales w(t)
aus den Bedingungen zu berechnen. Man spricht in diesem Fall fiir das Zeitintervall
[t1, 2] von einer singulédren Steuerung bzw. einem singuléren Teilbogen der Steuerung,.
Die zugehorige Zustandstrajektorie bezeichnet man auf [t, t5] als singuldre Zustand-
strajektorie und das Paar (x(t),w(t)) als singulére Losung.

Singulére Steuerungen diirfen jedoch nicht mit Bang-bang-Steuerungen verwechselt
werden.

Faktor q Faktor q

¢ \//\\ >t

Steuerung u(t) Steuerung u(t)

Umax -—,/// Umax

; } t +— t t
t t t1 t2

Abb. 4.5.: Singulidre Steuerung (links), Bang-bang-Steuerung (rechts)

Man nennt eine Nullstelle t = ¢, von ¢ isolierte Nullstelle, wenn zu ¢(t.) = 0 fiir ein
beliebig kleines € > 0 gilt: q(t. + €) # 0 und q(t. —€) # 0.

Hat der Faktor ¢ auf dem Intervall [t1, 5] ausschlieBlich isolierte Nullstellen, so be-
zeichnet man w auf [t1, ;] als Bang-bang-Steuerung. Im Bezug auf die Satelliten-
steuerung wiirde dies einem Ausschalten und sofort wieder auf den Maximalwert
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Anschalten des Schubes entsprechen.

Ist der Faktor g dagegen = 0 auf [t1, t5] mit t; < to und [t1,t2] C [to, tr], so liegt auf
diesem Intervall eine singulére Steuerung vor. Eine Steuerung kann im Allgemeinen
mehrere solche singulidre Abschnitte besitzen. (vgl. [12])

Speziell Steuerungen mit singuldren Teilbégen sind fiir viele Problemlésungsmetho-
den aufgrund der auftretenden Mengenwertigkeit schwierig zu behandeln.

Bei indirekten Verfahren ist es meist noétig zuvor Annahmen zu treffen ob singulére
Teilbogen existieren und an welchen Stellen diese liegen. Hierbei miissen anschlie-
Bend spezielle Methoden, die beispielsweise das mehrfache Differenzieren des Faktors
nach ¢ oder der Hamilton’schen nach u beinhalten, angewandt werden um doch In-
formationen iiber die konkrete optimale Steuerung auf den singuldren Abschnitten zu
erhalten. In manchen Féllen ist es jedoch nicht moglich passende Annahmen zu tref-
fen, wodurch gewisse Problemstellungen mit diesen indirekten Verfahren nicht 16sbar
sind.

Da der spéter beschriebenen Simplizialalgorithmus auch auf Differentialinklusionen,
also auf mengenwertige Abbildungen, anwendbar ist, sind solche a-priori Informa-
tionen fiir diesen nicht notig und dadurch auch Probleme mit singulédrer Steuerung
behandelbar.

Das urspriinglich zu l6sende Optimalsteuerungsproblem aus Abschnitt soll im
Folgenden mit Hilfe der notwendigen Optimalitatskriterien aus dem Maximumprin-
zip von Pontryagin umgeformt werden. Betrachte hierzu als Ausgangssituation so-
wohl das urspriinglich gegebene Optimalsteuerungsproblem, sowie die Bedingungen
aus dem Maximumprinzip. Letztere miissen fiir eine Losung des Optimalsteuerungs-
problems notwendigerweise gelten und kénnen daher in die Formulierung der Pro-
blemstellung integriert werden.

Mit der Einfithrung der neuen Abbildung R entsprechend ist die Forderung
der ,Maximierungsbedingung® bereits enthalten, wenn w(t) in der Formel zur Be-
schreibung der Dynamik und in der adjungierten Gleichung fiir die Kovariable
durch R ersetzt wird. Die ,Maximierungsbedingung“ beinhaltete die Aussage
»u(t) € U fast iiberall auf [ty, tr]“, also die Beschrinkung der Steuerung w(t) auf den
Steuerbereich U. Daher muss auch diese Forderung nun nicht erneut formuliert wer-
den und flieft schon durch die Verwendung der Abbildung R in das System ein. Durch
das Maximieren der Hamilton’schen war auflerdem bereits indirekt die urspriingliche
Aufgabenstellung, die Zielfunktion zu minimieren, realisiert. Somit muss diese
Zielfunktion im Folgenden ebenfalls nicht weiter zusétzlich betrachtet werden. Mit
der Verwendung von

H(t,a(t),u(t), p(t) = p(t)" - glt, 2 (t), u(t)) — f(t, z(t), u(t)), (4.20)

also mit A\g = 1, ist auch die ,Nicht-Trivialitdtsbedingung® erfiillt. Die Randbedin-
gungen 4.5/ und die Transversalitdtsbedingungen aus und werden auflerdem,
siehe [22], umgeformt zu

(00 )G )+ (3 e )-(3 )=
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wobei M+ : R® — R", Nt : R® — R" lineare Abbildungen, als Matrizen M, N €
R™" dargestellt, mit kern(M=L) = im(M*) und kern(N+t) = im(N*). Das L-
Zeichen, unter anderem bei M, bedeutet hier, dass die zu M orthogonale Matrix
M+, also jene Matrix deren Spalten die Spalten von M zu einer Basis des gesamten
Raumes, hier dem R"”, ergénzt, betrachtet werden soll. M* bezeichnet die zu M ad-
jungierte Matrix, also die erst komplex konjugierte und dann transponierte Matrix.
Durch die Definition von M+ und N+ sind die Transversalititsbedingungen enthal-
ten, siehe [22].

Folglich lésst sich nun ein entsprechend dem Abschnitt definiertes Optimalsteue-
rungsproblem unter Verwendung der Bedingungen aus dem Maximumprinzip von
Pontryagin in folgendes Randwertproblem transformierenﬂ:

( a0 ) (00w 0.p0)
(b a(0), Rt 2 (1), p(t)), p()”

=: A(t) - ( Ia;g)) ) + F(t,x(t),p(t), R(t,z(t),p(t))) fiir fast alle t € [to, tr]

(4.22)

mit der Randbedingung

M MJ' X(to) 0 0 X(tT) .
( 0 0 > | ( pit) ) T\ x ) pe) )= U
Hierbei sei A(t) : R*" — R?" cine, als Matrix A € R?*"*?" dargestellte, lineare Ab-
bildung. M, N seien so definiert, dass obige Vorgabe kern(M*) = im(M*) und
kern(N+) = im(N*) erfiillt und es sei a € R?". Des Weiteren sollen A, M, N so

gewahlt werden, dass das zugehorige homogene Randwertproblem nur die triviale
Losung besitzt. (vgl.[22])

Das €-Zeichen in ist notig, da R per Definition mengenwertig ist und

dadurch nun auch g(t, z(t), R(t,z(t), p(t))) und —Z—Z(zﬁ,:c(t),R(t,w(t),p(t)),p(t))*

mengenwertig wurden.

Die Abbildungen «(¢) und p(t) sollen jedoch konkret und nicht mengenwertig be-
stimmt werden. Folglich diirfen auch &(¢) und p(¢) nicht mengenwertig sein und
miissen daher nun als Element und nicht mehr identisch der jeweiligen Abbildung
auf der rechten Seite geschrieben werden. Die Abbildung @(¢) soll damit Teil der
mengenwertigen Abbildung g(t, (t), R(t,z(t), p(t))) und p(t) Teil der mengenwerti-

H
gen Abbildung —g—w(t,m(t), R(t,z(t),p(t)),p(t))* sein.

Da alle Bedingungen aus dem Maximumprinzip von Pontryagin in das obige Rand-
wertproblem integriert sind, erfiillt jede Losung des Randwertproblems die notwen-
digen Optimalitatskriterien des Maximumprinzips und ist damit Kandidat fiir eine
Losung des urspriinglichen Optimalsteuerungsproblems.

2 fiir fast alle“bedeutet: fiir alle bis auf endlich viele
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Das Optimalsteuerungsproblem aus 4.2 wurde in diesem Abschnitt also unter Ver-
wendung der notwendigen Bedingungen aus dem Pontryagin’schen Maximumprinzip
in ein neues Randwertproblem transformiert, welches letztendlich numerisch zu 16sen
sein wird.

Das diesem Randwertproblem zugrundeliegende Differentialgleichungssystem ist
wegen dem €-Zeichen und der mengenwertigen Abbildung auf der rechten Seite der
Gleichung ein sogenanntes Differentialinklusionssystem. Es liegt folglich ein Rand-
wertproblem eines nichtlinearen Differentialinklusionssystems 1.0Ordnung vor. Eine
entsprechende Losungsmethode zu dieser Art von Randwertproblemen wird im néchs-
ten Kapitel hergeleitet und beschrieben.

Nun sollen jedoch erst die eben ermittelten Zusammenhénge auf das urspriingliche
Rendezvous- und Docking-Beispiel mit den beiden Satelliten angewandt werden.

4.6. R&D-Optimalsteuerungsproblem als
Randwertproblem

Die in diesem Abschnitt betrachteten Komponenten x1, xs, x3, 24, x5, xg, T7, Tg, Ty,
Z10, Ug, uy7 Uz, P15 D2, p37._p47 Ds, Pe, P75 P8, P9 und P1o sind abhanglg von der Zeit t?
was jedoch der besseren Ubersicht wegen weggelassen wird.

Im Folgenden soll, analog dem vorherigen Abschnitt, speziell das R&D- Optimal-
steuerungsproblem mit Hilfe der notwendigen Bedingungen aus dem Maximumprin-
zip von Pontryagin in ein entsprechendes Randwertproblem transformiert werden.
Hierfiir wird zuerst die Aufgabenstellung in der im Abschnitt angegebenen allge-
meinen Form eines Optimalsteuerungsproblems formuliert:

Minimiere die Zielfunktion

J(@(t), u(t)) = /0 ety 4 dt (4.24)

unter der ODE-Nebenbedingung

Tg
1 T7
To Ts
T3 To
x:4 Z10
Ty w(rs+w1)

2 2
— | 2x9x7 — x;—osmxg + x5 —

3
Te [(x5+x1)2+x§+x§]% - x2 + Uy (425)

. _2 2T10T9 2 . i)
T ToTe + T T T2 [(x5+x1)2+m§+x§]% ty
! T3
8 - 20,2, 215 U,
i ((x54w1)2+a3+23]2
9 _ 2z10T9
T10 s
2w
rslg — —3
549 Ig
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fast tiberall auf [to, t7],
den Randbedingungen

x1(to) X x1(tr) dy
xo(to) Yo z(tr) dy
x3(to) 20 z3(tr) d.
x4(to) to x4(t7) Or
x5(to) To x5(tr) rr
zolto) = und To(tr) = 0 (4.26)
z7(to) Yo x7(tr) 0
5(to) 2 zg(tr) 0
ZE9(t0) 90 ZEg(tT) QT
z10(to) 70 T10(t7) T

und der Beschrankung der Steuerung

Uz € [0, Ugmay] fast tiberall auf [to, tr],
Uy € [0, Uymay] fast tiberall auf [to, tr],

Uy € [0, Uymaz] fast tiberall auf [to, tr].

Wobel Ugmazs Uymazs Uemaz € RT fest vorgegeben.

Um dieses Optimalsteuerungsproblem nun mit Hilfe des Maximumprinzips von Pon-
tryagin umformen zu kénnen, muss zuerst die Hamilton’sche H entsprechend
sowie die mengenwertige Abbildung R siehe [4.19] aufgestellt werden.

Mit der Kovariable p” (t), der rechten Seite der Gleichung aus der ODE-Nebenbedingung
g(t,z(t),u(t)) und dem Integranden aus der Zielfunktion [4.3| f(¢, z(t), u(t)) lau-
tet die Hamilton’sche zu dem gegebenen Optimalsteuerungsproblem wie folgt:
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H(t7 m(t)a u(t),p(t)) = pT(t) 'g(ta m(t)v u<t>) - f(tv a:(t),u(t))

T 6

y4 Z7

P2 T3

P3 L9

D4 10
B s . O — 221070 . 22 — p(zs+x1) + £ 4+ u,
N p6 v x52$102$9 " 12 [(x5+xl)2+x%;2x§]% xg

pr —2e + T e

R x3

Ps [($5+w1)2+$§+$§]% e

P9 _ 231029

P1o 2%_5 3

T5Zg o (4.27)
T
:—ux—Uy—uZ+p5!L"10+p8'(Uz_ 2 | 2 = 23/2)+p1936
(.1'2 —+ 1’3 —+ (-1'1 + x5) )
2pgT10T9
+ pox7 + p3xs + PaTg — T
5
1 M($1 + ;[5) 21‘101‘2.739 2
e (u,+ 2= — + 22709 + 17
DPe ( x§ (x% + a:§ + ($1 + x5)2)3/2 Ts 7L9 149
LT 221210%9 2
NI — 2T6x9 + Tox
p7 < S D T )

0
+p10 : (—P -+ I5JI3) .
5

Die Abbildung R soll entsprechend der Definition [4.19das jeweilige Tupel (¢, z(t), p(t))
genau auf die u(t) € U abbilden, mit welchen das entsprechende H am grofiten ist.
Um R einfacher bestimmen zu kénnen, werden einige Summanden des eben berech-
neten H zu a; bis ag zusammengefasst. Da fiir die Bestimmung von R auflerdem nur
die Summanden, welche u enthalten, relevant sind, werden anschlieend alle anderen
Summanden durch den als ,,rest” bezeichneten Summanden ersetzt.

a1 = Ps5T10
@ — HT3
9 =
(23 + 23 + (21 + 5)2)3/2
2pgT10T9
a3 = P1Te + P27 + P3Tg + Palg — R
5
7 p(ry + x5) 2210%2T9 9 (4.28)
s = — — — + 22729 + 112
4 I% (IL‘% + JI% + (xl + 135)2)3/2 Ts 749 149
U2 2£L'1I10I9 2
as = — 2T6T9 + Tox
5 (x% + ZE?; i (xl + x5)2)3/2 Ts 649 249

1
ag = P10 * (_P + 535953)
5

39



Kapitel 4. Rendezvous und Docking als Optimalsteuerungsproblem

und
rest = a; — pg - Ao + as + pg - a4 — p7 - a5 + ag.

Somit ergibt sich fiir H:

H(t, z(t), p(t))

= —Uy — Uy — Uy + a1 +Pg - (U — a2) + a3z + pe - (U + ag) + pr - (uy — as) + ag
= —Ugp + Pelg — Uy + P7ly — U, + PgU, + A1 — Pgag + a3 + Pes — Pras + Gg

= —Ugz + Peliy — Uy + Py — U, + PgU, + rest

=uy-(ps— 1) +uy,-(pr—1)+u, - (ps — 1)+ rest.
(4.29)

Aus letzterem ldsst sich leicht ablesen welche u := (ug,u,, u,) das H maximieren,
also fiir welche u das H, abhéngig von (¢, x(t), p(t)), am grofiten ist. Daraus ergibt
sich zu dem betrachteten Rendezvous- und Docking-Beispiel folgende Definition fiir
R:

R : [to, tr] x R x R™ — 2% mit

Rl(t,$<t>,p(t)) Uz
R(t,x(t),p(t)) = | Rao(t,xz(t),p(t)) | :=| u, |, wobei
R3(t,33(t),p(t)) Uy
0, falls pg < 1
Uy = ¢ [0,Upmaz), fallspg=1
Uzmaz, falls Pe > 1 (430)
0, falls p; < 1
Uy =< [0,Uymaz), falls pr =1 und
Uymaz, falls pr >1
0, falls pg < 1
U, = [0,Uzmas), fallsps=1 .
Uzmaz,  Talls pg > 1

Im Folgenden wird w(t) = (uy(t), uy(t), u.(t)) durch das eben ermittelte, offensicht-
lich mengenwertige R ersetzt. Trotz dieser scheinbaren Wahl von w(t) wird dieses
hierdurch nicht fest gesetzt, sondern nur abhéngig von p(t) bestimmt, welches sich
selbst noch wéhrend der Berechnung der Losung verdndert, bzw. dessen optimaler
Wert noch ermittelt wird. Somit wird durch p(¢) im Verlauf des Losungsalgorithmus
indirekt weiterhin nach einer optimalen Steuerung w(t) gesucht. Diese wurde durch
R also nicht im Vornherein schon festgelegt.

Um das zu dem Rendezvous- und Docking- Beispiel gehérende Optimalsteuerungspro-
blem in ein Randwertproblem entsprechend umformen zu kénnen, sind auflerdem
die partiellen Ableitungen der Hamilton’schen nach den Komponenten von x nétig.
Dies ist jedoch zu umfangreich um es hier explizit anzugeben. Aus diesem Grund wer-
den die partiellen Ableitungen im Folgenden nur durch g—ﬂ(t, x(t), R(t,z(t),p(t)),p(t))

bis 8‘9:50 (t,z(t), R(t,x(t), p(t)),p(t)) angedeutet und nicht konkret ausformuliert.
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Ein Beispiel fiir eine geeignete Wahl von M, N, M+ und N* wire M = N+ = I
und N = M+ = 0, wobei Iy die 10 x 10-Einheitsmatrix und 0;o hier die aus aus-
schlieSlich Nullen bestehende 10 x 10-Matrix bezeichnet. Es ist offensichtlich, dass die
Spalten von M+ bzw. N+ die Spalten von M bzw. N zu einer Basis des R!° ergéinzen,
da die Spalten von I, bereits eine Basis des R!Y darstellen. Wegen kern(I1y) = 0y,
kern(019) = R im(I15) = R, im(019) = 019, I}, = 10 und 07, = 049 sind aufler-
dem auch die Bedingungen kern(M*) = im(M*) und kern(N+) = im(N*) erfiillt.
Bei dem im Folgenden beschriebenen Randwertproblem kénnte A so gewéhlt werden,
dass alle Eintrége gleich Null sind, bis auf A(1,6) = A(2,7) = A(3,8) = A(4,9) =
A(5,10) = 1 und A(16,11) = A(17,12) = A(18,13) = A(19,14) = A(20,15) =
—1. In diesem Fall kann gezeigt werden, dass zusammen mit den eben gewéhlten
M, N, M=+, N+ nur die triviale Losung das zugehorige homogenen Randwertproblem
16st.

Das zu Beginn des Abschnittes 4.6/ formulierte R&D-Optimalsteuerungsproblem kann
nun unter Verwendung der notwendigen Bedingungen des Maximumprinzips von Pon-
tryagin, entsprechend dem vorherigen Abschnitt 4.5 mit Hilfe des eben Berechneten
zu folgendem Randwertproblem transformiert werden:
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Lo
L7
s
L9
10
21’9[E7 — 221029 To + ZESCL’l - ules+a1) + % + Rl (t, w(t),p(t))

Tt ]
—2xgrg + 2y 4 x5y — _— Ry(t, x(t), p(t
s+ 2588 i, B (1, 2(0),p(0)

- PE—— + Rs(t, (1), p(1))

(zs+z1)2+a3+a3]2

fir fast alle ¢ € [to, tr]
(4.31)

mit der Randbedingung

( Iip Oy ) ' ( x(to) > i < 010 O \ ( x(ir)

010 010 p(to) 010 1o p(tr)

— (20 %o 2 00 7o G0 Ho 20 6o 7o 00 0 000000 0) .
(4.32)
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Das gegebene R&D-Optimalsteuerungsproblem wurde in diesem Abschnitt umge-
formt zu einem Randwertproblem eines nichtlinearen Differentialinklusionssystems
1.0rdnung. Eine entsprechende Losungsmethode hierzu wird im folgenden Kapitel
allgemein beschrieben.

Diese und weitere Informationen lassen sich finden unter [9], [11], [12], [15], [18],
[21], [22], [25] und [27].
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Kapitel 5.

RWP eines nichtlinearen
Differentialinklusionssystems
1.0rdnung

Ziel dieses Kapitels ist es, einen Losungsansatz fiir Randwertprobleme nichtlinearer
Differentialinklusionssysteme 1.0Ordnung herzuleiten.

Hierfiir wird zu Beginn eine Losungsmethode fiir lineare Differentialgleichungssyste-
me 1.0rdnung beschrieben. Diese wird dann fiir entsprechende Randwertprobleme
umgeformt. AnschlieBend werden Randwertprobleme nichtlinearer Differentialinklu-
sionssysteme 1.0rdnung betrachtet und, mit Hilfe der vorherigen Uberlegungen, zu
Fixpunktproblemen eines mengenwertigen Operators reduziert.

Fiir dieses Kapitel sei die Abbildung A(t) : [to, tr] — R™™ auf [to, t7] C R stetig mit
to < tr < oo und & : [tg, t7] — R™ eine auf [ty, t7] Lebesgue-messbare Abbildung mit

it
[N €@®) || dt < oo. AuBerdem sei M, N € R™", a € R und F : [tg, t7] x R" — 28"
to

eine mengenwertige Abbildung. Hierbei bezeichne R"*" die Menge aller reellen (nxn)-
Matrizen und 28" die Menge aller Teilmengen, also die Potenzmenge, von R™.

Im Folgenden wird auflerdem der Begriff der Fundamentalmatrix benétigt und soll
daher nun kurz erklart werden.

Als Fundamentalmatrix eines Gleichungssystems bezeichnet man eine Matrix, deren
Spalten, jeweils als Vektor gesehen, eine Basis der Menge aller Losungen des Systems
bilden. Da eine Basis per Definition aus linear unabhéngigen Vektoren besteht, sind
die Spalten einer Fundamentalmatrix linear unabhéngig. Die Matrix besitzt folglich
vollen Rang und ist damit invertierbar, d.h. die Inverse einer Fundamentalmatrix
existiert immer.

Im Folgenden sei die Inverse einer Matrix M durch ein hochgestelltes —1 angezeigt,
also als M~ geschrieben.
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5.1. Losen eines linearen
Differentialgleichungssystems 1.0rdnung

Betrachte ein System von linearen Differentialgleichungen 1. Ordnung der folgenden,
allgemeinen Form:

y(t) = A(t) - y(t) + £(¢) fir fast alle t € [to, t7]. (5.1)

Die Losung y : [to, tr] — R™ dieses Differentialgleichungssystems lésst sich allgemein
darstellen als

y(t) = yn(t) + us(?), (5:2)
wobei yp,(t) die allgemeine Losung der homogenen Gleichung y(t) = A(t) - y(t)
u und ys(t) eine spezielle Losung der entsprechenden inhomogenen Gleichung

y(t) = A(t) - y(t) + &(t) ist.

Die Matrix Y'(¢) sei Fundamentalmatrix zur homogenen Gleichung y(t) = A(t) - y(t),
also erfiillt Y (¢) die Matrix-Differentialgleichung Y (t) = A(¢) - Y(¢) und es gilt:

yn(t) =Y (t) - ¢ mit ¢ € R. (5.3)

Eine spezielle Losung y,(t) der inhomogenen Gleichung lasst sich dann beispiels-
weise mittels Variation der Konstanten bestimmen.
Wihle hierzu als Ansatz ys(t) = Y (t) - C(¢).

Damit gilt:
y(t) = A@t) - y(t) +&(@) | y(t) =ys(t) =Y (1) - C(¢)
& %(Y(t) C(t)=A@1)-Y()-Ct)+&(1t) || Kettenregel
SY(#)-Ct)+Y(t)-Ct)=A{t)-Y()-Ct) +£(t) | Y(t) = A(t) - Y (t)
S At)-Y(t)-Ct)+Y(¢t) - C(t) =A(t)-Y(t)-C(t)+&(¢)
< Y (t)- C’(t) = (1)
& C(t) =Y (1) -£(t)
S CH)= [ Y1) &(r)dr
v (5.4)
Daraus folgt:
wl) = Y(e)- [V (e, (5.5)
also 0
y(t) =yn(t) +ys(t) =Y (t) - c+ Y(t) - /Y_l(T) -&(7)dr mit ¢ € R. (5.6)

to
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Die allgemeine Losungsformel fiir ein lineares Differentialgleichungssystem 1.0Ordnung
entsprechend [5.1] lautet folglich:

yt)=Y(t) - (c+ /Y_l(T> -&(T)dr), c € R. (5.7)

5.2. Losen eines RWP zu einem linearen
Differentialgleichungssystem 1.0rdnung

Erweitere nun das Differentialgleichungssystem zu einem Randwertproblem, siehe
[22):

{y(t) = A(t) - y(t) + £(t)  fiir fast alle ¢ € [t, t7] 58)

M -y(ty) — N -y(tr) = a.

Es sei hierbei vorausgesetzt, dass das zugehorige homogene Randwertproblem nur
die triviale Losung y = 0 besitzt.

Setzt man nun die allgemeine Losungsformel in die Randbedingungen aus ein,
so erhélt man:

M- |Y(t)-|c+ 7Y1(T) E(rydr | | =N Y(tr) - | e+ 7Y1<7) - &(r) dr
S M-Y(tg)-¢c—N-Y(tr)- e+ 7Y1(T) E(r)dr | =a

& M-Y(ty) -c— N-Y(tr) -c—N-Y(tT)-t/TY_l(T) E(T)dT =a

& (M-Y(ty) —N-Y(tp))-c— N -Y(tr) - t/TY—l(T) E(r)dr =a

& (M-Y(ty) —N-Y(tr))-c=a+ N -Y(tr) - 7Y1(T) CE(T)dr
Se=(M-Y(t))—N-Y(tr) " - |a+ N-Y(tr)- 7}/—1(7) () dT

(5.9)
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Verwendet man dieses eben berechnete ¢ in der Losungsformel [5.7], so hat man bereits
die Losung fiir das Randwertproblem

WO =Y () - |(M-Yto) = N-Ytr) " | at N-Yitr)- /Yl(f) Ce(r)dr

to
t

+/Y_1(T) SE(T)dr
=Y () [(M-Y(to) = N-Y(tr)) " -a
+ (M -Y(to) =N -Y(tr))"" - N-Y(tr) - /Y_l(T) -§(r)dr

to
t

+/Y1(T) SE(T)dr
SYW) |[(M Y (o) = N -Y(tg) ™ N-Y(tr) - /Y—I(T) e(r)dr

to
t

+/Y‘1(7) () dr | +Y () - (M-Y(ty) = N-Y(tr)) " -a.

to

(5.10)

Im Folgenden bezeichne L'[ty, t7]" die Menge aller Lebesgue-messbaren Abbildungen
tp

x(t) : [to,tr] — R mit [ || z(t) || dt < oo und Clto, t7]" die Menge aller steti-

to

gen Abbildungen von [ty, t7] nach R™. Fiir € Clty, t7|" wiirde dies bedeuten, dass
x : [to, tr] — R™ eine auf [to, t7] stetige Abbildung darstellt.

Die eben in [5.10] ermittelte Losungsformel lédsst sich tibersichtlicher mit Hilfe der
folgenden linearen Operatoren G und H aus [22] schreiben:

G : L'[to, tr]™ — Clto, tr)",  &(t) —

Y(t) [(M-Y(tg) = N-Y(tr))™ - N-Y(tr) - t/TY—l(T) () dr + ]y-l(f) LE(7)dr
(5.11)
und
H:R" = Clto, tr]", a—Y () (M-Y(te) = N-Y(tr) ™" -a. (5.12)
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D.h. y(t) =

tT t

Y (t) - (M-Y(to)—N-Y(tT))_l-N-Y(tT)-/Y1(7)-§(T)d7+/Y1(7)~§(7) dr

to to

N ~ >
+Y(@t) (M -Y(t))—N-Y(tr) ' -a.

J/

—~~
=:Ha

(5.13)

Bei einem Operator G bzw. H bedeutet ,,G¢ “ bzw. ,, Ha*, dass der Operator G bzw.
der Operator H auf ¢ bzw. a angewandt wird.

Die hier definierten Operatoren G und H sind in £ bzw. in a linear und werden daher
als lineare Operatoren bezeichnet.

Damit lautet die Losungsformel fiir ein, entsprechend formuliertes, Randwert-
problem eines linearen Differentialgleichungssystems 1.Ordnung:

y(t) = G&(t) + Ha, (5.14)

wobel

G : L'to, tr]" — Clto, tr]", £(t) —

Y(t)- | (M-Y(to) =N -Y(tr) ' - N-Y(tr) - /Y‘l(T) CE(T)dT + /Y_l(T) E(T)dr
! ’ (5.15)
und
H:R" = Clto, tr]", a—Y(t)-(M-Y(t)) —N-Y(tr) " -a. (5.16)
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5.3. Losen eines RWP zu einem nichtlinearen
Differentialinklusionssystem 1.0rdnung

5.3.1. Definition und Fixpunktproblem eines mengenwertigen
Operators

Seien D und W beliebige Mengen. Ein Element x € D heifit Fixpunkt der Abbildung
f:D— W & f(xr) = x gilt. D.h. ein Fixpunkt ist ein Element aus dem Definitions-
bereich dessen Bild unter der Abbildung wieder das Element liefert, also ein Element,
das auf sich selbst abgebildet wird. Bei einer beliebigen Abbildung f : R — R ist dies
gerade jeder Schnittpunkt der gegebenen Abbildung f mit der Winkelhalbierenden
des I. und III. Quadranten.

f(x)

L e—a(x)

Abb. 5.1.: Schnittpunkte von f(x) mit der Winkelhalbierenden g(x)

Dies lasst sich dadurch erkldaren, dass die Winkelhalbierende genau der Abbildung
g : R — R mit g(z) := x entspricht und somit fiir jeden Schnittpunkt dieser beiden
Abbildungen f(z) = g(x) = x gilt. D.h. f(x) = z, also liegt ein Fixpunkt vor.

Im Folgenden werden sogenannte Differentialinklusionen verwendet und sollen da-
her an dieser Stelle nochmals genauer erklart werden.

Als Differentialinklusion bezeichnet man eine Differentialgleichung bzw. ein System
von Differentialgleichungen mit €- statt =-Zeichen und einer Menge, genauer einer
mengenwertigen Abbildung, statt einer normalen Abbildung auf der rechten Seite
dieses Zeichens.

Die Verwendung von Differentialinklusionen statt Differentialgleichungen in einem
Randwertproblem bietet den Vorteil, dass auch Systeme mit nicht eindeutiger Dy-
namik, also speziell Systeme mit singulérer Steuerung, untersucht werden koénnen.
Auflerdem lassen sich nach [22] Differentialgleichungen mit unstetiger rechter Seite
gegebenenfalls zu Differentialinklusionen mit oberhalb stetiger rechter Seite transfor-
mieren. Demnach lassen sich die folgenden Sétze indirekt auch auf diese Randwert-
probleme mit nicht-stetiger rechter Seite anwenden.
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5.3. Losen eines RWP zu einem nichtlinearen Differentialinklusionssystem 1.Ordnung

Betrachte folgendes Randwertproblem einer nichtlinearen Differentialinklusion, sie-
he [22]:

(5.17)

y(t) € A(t) - y(t) + F(t,y(t)) fir fast alle t € [to, t7]
M - y(to) = N - y(tr) = a,

mit den Matrizen A(t), M, N € R™" a € R" und der mengenwertigen Abbildung
F : [to, tr] x R® — 28", Des Weiteren besitze das zugehorige homogene Randwert-
problem nur die triviale Losung y = 0.

Definiere nun zu diesem Randwertproblem entsprechend [22] einen mengenwertigen
Operator 7 mit den linearen Operatoren G und H, siche und [5.16;

71 Clto, tr]" — 2610t g(t)
{y(t)| y(t) = GE(t) + Ha, &(t) € F(t,z(t)) fiir fast alle ¢ € [to, tr], £(t) € L'[to, tr]"},

(5.18)
wobei
G : L'ty tr]" — Clto, tr]", &) —
Y({t)- | (M-Y(to) =N -Y(tr) " - N-Y(ty)- /Y—l(f) -E(T)dr + /Y_I(T) E(T)dr
! ’ (5.19)
und
H:R" = Clto, tr]", a—Y(t)-(M-Y(t)) —N-Y(tr) " -a. (5.20)

Dabei bezeichne C[ty, tr]™ die Menge aller stetigen Abbildungen von [to, tr] nach R"
und 2¢to7]" die dazugehorige Menge aller Teilmengen, also die Potenzmenge dieser
Menge. Wie schon in und ist Y'(¢) die Fundamentalmatrix der, zu dem obi-
gen System passenden, homogenen Differentialgleichung.

AuBerdem entspricht G¢(t) + Ha in dieser Formulierung von 7, fiir ein festes £(1),
also fiir eine feste, auf [to,tr] Lebesgue-messbare Abbildung £ : [tg,tr] — R, of-
fensichtlich gerade einer Losung zu dem folgenden Randwertproblem eines linearen
Differentialgleichungssystems 1.0Ordnung:

{y’(t) = A(t) - y(t) + £(t) fur fast alle t € [to, tr] (5.21)

M -y(to) = N - y(tr) = a.

Wenn der obige Operator 7 ein konkretes x(¢) abbilden soll, dann wird dieses zuerst in
F(t,z(t)) eingesetzt, d.h. es wird F'(t,z(t)) betrachtet. AnschlieBend wird im Prinzip
fiir jedes mogliche &(t) € F(t,z(t)) dann y(t) = G¢(t) + Ha berechnet, also indirekt
das zu dem jeweiligen ¢ gehdrende, lineare Randwertproblem gelost. Das x(t)
wird dann also auf die Menge aller y(t) abgebildet, welche man im Schritt zuvor durch
G&(t) + Ha erhalten hatte.
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Satz 2 Betrachte das Randwertproblem der nichtlinearen Differentialinklusion

(5.22)

y(t) € A(t) - y(t) + F(t,y(t)) fir fast alle t € [ty,t7]
M -y(to) = N - y(tr) = a

und den zugehdrigen Operator T:

7 : Clto, tr]" — 26T (1)

{y() y(t) = GE(t) + Ha, &(t) € F(t,z(t)) fir fast alle t € [to, tr], £(t) € L'[to, tr]"} .
(5.23)

Sei hierbei M, N € R™" a € R™ und A(t) : [to,tr] — R™™ auf [to,tr] C R mit
ty < tp < oo stetig und so konzipiert, dass das zugehérige homogene Randwertpro-
blem nur die triviale Losung y = 0 besitzt.

Auferdem ezistiere ein m € R, sodass fiir hinreichend grofiesr € R gilt, dass die men-
genwertige Abbildung F : [to, t7] x R" — CK(R"™) auf dem Bereich [ty,tr] x B(ty,r)
oberhalb stetig ist und dass mazxsep@y || f [|< m fir alle (t,y) € [to,tr] X B(to,7)
erfillt ist.

Dann existiert in B(ty,r) ein Fixpunkt von T, welcher durch den Simplizialalgorith-
mus approximiert werden kann.

Dieser Satz mit entsprechendem Beweis lésst sich finden unter [22].

Die in diesem Satz verwendete Formulierung mazsepqy) || f ||< m fir alle (t,y) €
[to, t7] X B(to,r) bedeutet, dass die mengenwertige Abbildung F' auf dem Bereich
[to, t7] X B(to,r) betragsméBig durch m beschriankt ist. Hierbei bezeichnet B(tq,r) C
R™ die Kugel um den to-Punkt mit Radius r. AuBerdem ist CK(R™) die Menge al-
ler konvexen, kompakten, nichtleeren Teilmengen des R"™. Demnach ist C' K (R"™) eine
Teilmenge des 28", also der Potenzmenge des R”. Der hier erwihnte, sogenannte Sim-
plizialalgorithmus wird in den néchsten Kapiteln genauer beschrieben und erklért.

Nun eine kurze Erklarung der Bedeutung eines Fixpunktes des mengenwertigen Ope-
rators 7 anhand eines Beispiels.
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5.3.2. Erklarung der Bedeutung eines Fixpunktes des
mengenwertigen Operators 7 an einem Beispiel

Folgende Zusammenhéinge werden im anschlieBenden Beispiel verwendet werden:
x(t) Fixpunkt von 7
< a(t) € Ta(t)
< a(t) € {yt)| y(t) = GE(t) + Ha, &(t) € F(t,x(t)) fir fast alle ¢ € [to, tr],

&(t) € L'[to, tr]"} =: 7x(t)
< es existiert mindestens ein &(t) € F'(t,x(t)), sodass (y(t) =) G¢(t) + Ha = x(t).
Betrachte nun das Beispiel

y(t) € < 8 i ) ~y(t) + F(t,y(t)) fiir fast alle t € [0, 7], wobei F(t,y(t)) := y(t)

1 1+e" 0 1 1
(o 1+eT)-y(())—<0 1>-y(T)=<O),

(0t (1 1+t (01
alsoA(t).—(O 1),M.—(0 1+€T>undN.—(O 1).

Es gilt offensichtlich M, N, A(t) € R**? und A(t) auf [0, T] stetig.

(5.24)

Fiir den zugehorigen mengenwertigen Operator 7 aus [5.1§ gilt:

7 C[0,T)? — 2°0TF  (t)
¢

ol = (5 0 /(8 G )emars [(§ 15T ) enar

+ ( L ) , &(t) € F(t,x(t)) := x(t) fiir fast alle t € [0,T], £(t) € LI[O,T]Q}
(5.25)

Die detaillierte Berechnung dieses Operators 7 findet sich im Anhang [A]

Angenommen, der in den néchsten Kapiteln genauer beschriebene, sogenannte Sim-

plizialalgorithmus hat fiir das obige Beispiel zu dem mengenwertigen Operator 7 den
t

Fixpunkt z(t) = geliefert, so bedeutet dies:

e
0
Wendet man den, dem Beispiel entsprechenden, Operator 7 aus [5.25| auf dieses

t t
x(t) = ( % ) an, d.h. erzeugt man das Bild von x(t) = ( % ) unter 7, so erhilt

man eine Menge, in welcher z(t) = % wieder enthalten ist.

t
Hierbei bedeutet das Anwenden des Operators 7 auf z(t) = ( % ), dass dieses
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t
x(t) = ( % ) in die konkrete Abbildungsvorschrift F'(¢,z(t)) innerhalb der For-

mulierung von 7 eingesetzt wird und anschlieSend im Prinzip fiir jedes mogliche

t
&) e F (t, ( % )), die folgende Formel aus 7 durchgerechnet wird:

(5.26)

t t

War das z(t) = ( © ) tatsidchlich ein Fixpunkt, so ist % in der Menge al-

0

ler, durch obige Formel erzeugten, y(t) enthalten, d.h. es gibt mindestens ein

t

solches £(t) € F(t, ( %
el el

z(t) = ( 0 > liefert, also fiir welches y(t) = ( 0 > (= x(t)) gilt.

, fiir welches die Formel |5.25) wieder das urspriingliche

Dieser Zusammenhang soll nun konkret fiir das betrachtete Beispiel durchgerech-
net werden:

Setze hierfiir z(t) =

ot
0
¢ Y ¢ ¢
F(t,z(t)) = F(t, ( 5 )) Fla()=e0 ( | ) Folglich stellt hier £(t) = ( | ) die
¢
einzige Moglichkeit fiir eine Wahl von £(t) € F(t, z(t)) = ( © ) fiir fast alle t € [0, 7]

0
mit £(¢) € L]0, T]" dar.
Unter Verwendung der linearen Operatoren G und H, siehe bzw. folgt

54

in die Abbildungsvorschrift F'(t,z(t)) ein, d.h.
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daraus:
Tx(t):7<e()t)DeafTG§(t)+H((1) Wahl{(t<%>a(%t)+ﬂ é)

S (1) [<8§§:>-<‘g>d7+2(31€f) ()

(o)

(3<t€g>et>._[<g)mZ(g)d¢+(;)

) -0

G ()

gé)“e?;{g%))<é)}+(é)

et 1 1

Lo ) Lo/)" o

(%)

0 (5.27)
Folglich gilt: z(t) € ra(t) fiir z(t (%t) t
Es existiert also ein £(t) € ( (60 )) sodass GE(t) + Ha = (% ) néimlich

5(t>=(‘§f)-

Demnach ist z(t) = ( °

t

0 ) tatséchlich ein Fixpunkt von 7.

Kurz zusammengefasst bedeutet dies:

Setze ein konkretes z(t) in F(t,z(t)) ein, wihle £(t) € F(t,z(t)) und berechne
anschlieend y(t) = G&(t) + Ha fir jedes mogliche £(t). Falls fiir mindestens ein
£(t) € F(t,z(t)) dann y(t) = x(t) gilt, so war z(t) ein Fixpunkt von .
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5.3.3. RWP eines nichtlinearen Differentialinklusionssystems als
Fixpunktproblem von 7

Um den Zusammenhang zwischen dem Randwertproblem einer nichtlinearen Differen-
tialinklusion, zu welchem das urspriingliche Optimalsteuerungsproblem mittlerweile
transformiert wurde, und dem eben definierten Operator 7 herauszustellen, wird nun
der folgende Satz formuliert:

Satz 3 Jeder Fixpunkt des mengenwertigen Operators T aus |5.25 entspricht einer
Losung des Randwertproblems der nichtlinearen Differentialinklusion 1.0rdnung aus
[5.22.

Beweis:

Sei x ein Fixpunkt von 7 aus [5.23] D.h. der mengenwertige Operator 7, angewandt
auf z, liefert eine Menge, in welcher auch wieder x selbst liegt, also 7x > x.
Ausfiihrlicher formuliert bedeutet dies:

z(t) € {y(t)| y(t) = G&(t) + Ha, £(t) € F(t,x(t)) fir fast alle ¢ € [to, tr],
&(t) € L'to, tr]"} =: (1),

d.h. es existiert mindestens ein £(t) € F(t,z(t)) fiir fast alle t € [tg, tr] mit £(t) €
L[to, tr]", sodass (y(t) =) GE(t) + Ha = z(t).

Um zu verdeutlichen, dass es sich bei dem in F' eingesetzten und dem aus G¢(t) + Ha
dann erhaltenen z(¢) um das gleiche z(t) handelt, wurde dieses hier als z(¢) markiert.
G&(t) + Ha liefert per Definition, bzw. entsprechend der Herleitung, eine Losung y(t)
des linearen Randwertproblems

(5.28)

{y(t) = A(t) - y(t) + £(t) fir fast alle ¢ € [to, tr] (5.29)

M -y(to) — N -y(tr) = a.

Da nun also G¢(t) + Ha = z(t) ergibt fiir ein {(¢) € F(¢t,z(t)), so 16st z(t) das obige
lineare Randwertproblem [5.29| d.h.

(t) = A(t) - x(t) + £(t)  fur fast alle t € [to, tr]
{M ~x(tg) = N -x(tr) =a (5.30)
und da &(t) € F(t,z(t)) ist, gilt offensichtlich auch
{x’(t) € A(t) - x(t) + F(t,x(t)) fiir fast alle ¢ € [to, t7] (5.31)
M -z(ty) — N - z(tr) = a.

D.h. z(t) 16st das Randwertproblem der nichtlinearen Differentialinklusion 1.Ordnung
aus (.22
y(t) € A(t) -y(t) + F(t,y(t)) fiir fast alle t € [tg, t7]

M -y(ty) — N -y(tr) = a, (5.32)
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5.3. Losen eines RWP zu einem nichtlinearen Differentialinklusionssystem 1.Ordnung

Sind die entsprechenden Voraussetzungen erfiillt, so besitzt nach Satz [2| der, zu einem
nichtlinearen Differentialinklusionssystem 1.0rdnung gehorende, Operator 7 einen
Fixpunkt, welcher durch den, in den néchsten beiden Kapiteln beschriebenen, Sim-
plizialalgorithmus approximiert werden kann. Nach Satz 3| entspricht dieser Fixpunkt
dann gerade einer Losung der zugrundeliegenden nichtlinearen Differentialinklusion
1.0rdnung.

Ein entsprechend gegebenes RWP eines nichtlinearen Differentialinklusionssys-
tem 1.0rdnung kann also gelost werden, indem man den zugehorigen Operator 7
aufstellt und anschlieBend mittels Simplizialalgorithmus einen Fixpunkt zu diesem
approximiert. Dieser entspricht nach Satz [3| dann der Losung des urspriinglichen
RWP.

Ein Randwertproblem eines nichtlinearen Differentialinklusionssystems 1.0Ordnung
entsprechend lasst sich folglich auf ein Fixpunktproblem eines mengenwerti-
gen Operators und dadurch fiir ein jeweils konkret betrachtetes x(t) im Prinzip zu
einem Randwertproblem eines linearen, inhomogenen Differentialgleichungssystems
reduzieren, siehe Formel inklusiver darauf folgendem Textabschnitt.

Es ist leicht ersichtlich, dass das eigentlich zu 16sende Randwertproblem [4.22] aus dem
vorherigen Kapitel genau der hier in erwihnten Form einer nichtlinearen Diffe-
rentialinklusion entspricht. Folglich ist dieses Problem entsprechend dem mengenwer-
tigen Operator [5.23] umzuformen. Aufgrund der in dem System hinzugefiigten
Kovariable p und der daraus resultierenden doppelten Anzahl an Komponenten bzw.
Dimensionen, sind hierfiir kleine Anpassungen an diesem Operator 7 notig. Verwende
weiterhin die linearen Operatoren entsprechend und [5.16], jedoch nun auf folgen-
den Rdumen: G : L'tg, tr]*" — Cl[to, t7]*" und H : R*" — Clto, tr]*". Fiir das zu
dem RWP gehorende 7 gilt nun, vgl.[22]:

T C’[to,tT]Q” — QC[tO’tT]ZH,

< ;f% ) = {y(0)] y(t) = GF(t, (1), p(t), u(t)) + Ha,

u(t) € R(t,z(t),p(t)) fiir fast alle ¢ € [to, t7], w(t) € L'[to, tr]™}.
(5.33)

Die genauen Erklarungen der hier verwendeten Komponenten lassen sich finden unter
Abschnitt [4.5]

Statt jeweils ein £(t) € F(t,z(t)) zu wahlen, wird hierbei jeweils ein w(t) €
R(t,z(t),p(t)) gewdhlt und dieses anschliefend in F' eingesetzt. Es sei hier ange-
merkt, dass R nur fiir singuldres w(t) mengenwertig ist. Fiir Zeitabschnitte ohne
singulére Steuerung ist w(t) durch R(t, z(t), p(t)) bereits eindeutig festgelegt.

Sind zu dem Randwertproblem [4.22] mit fest vorgegebenen Randwerten, gewisse Vor-
aussetzungen erfiillt, wie die Kompaktheit des Steuerbereiches U, die Stetigkeit der
Abbildung F : [tg, t7] x R*" x U — R?" und die Tatsache, dass F(y, R(y)) fiir alle
y € [to, tr] x R*" konvex und beschrinkt ist, so existiert nach [22] und [25] ein Fix-
punkt zu dem nun angepassten Operator 7. Dieser Fixpunkt entspricht dann gerade
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einer moglichen Losung des Randwertproblems eines nichtlinearen Differentialinklu-
sionssystems 1.0rdnung aus dem vorherigen Kapitel.

Um das Fixpunktproblem des mengenwertigen Operators 7 nun zu lésen, beginnt der
spéater beschriebene Simplizialalgorithmus mit einem konkret vorgegebenen Start-
punkt ¢(t), welcher eine beliebige Schétzung fiir einen Fixpunkt von 7 darstellt, also
c(t) ~Te(t) = F(t, c(t),p(t),u(t)) + Ha.

Um diesen Startpunkt herum wird dann ein sogenanntes vollstéindig markiertes n-
Simplex aufgebaut. Bei diesem beginnend, geht der Algorithmus anschlieend in im-
mer wieder neue, vollstédndig markierte n-Simplizes {iber, bis er in einem vollstéandig
markierten Simplex am Rand angelangt.

In jedem dieser durchlaufenen Simplizes liegt jeweils ein immer besser approximierter
Fixpunkt. Da der beste approximative Fixpunkt folglich am Rand liegt, wird dieser
nun, im Gegensatz zu den vorhergehenden, konkret berechnet. Ist dieser approxi-
mative Fixpunkt a*(t) ermittelt, so ist dessen Approximationsfehler zu bestimmen.
Hierfiir setze x*(t) als «(t) in F' ein und berechne

y(t) = GF(t,z*(t),p(t),u(t)) + Ha. (5.34)
Im Falle eines exakten Fixpunktes x*(t) wiirde gelten:
y(t) = GF(t,z*(t),p(t),u(t)) + Ha = x*(t). (5.35)

Aus diesem Grund liefert *(t) — GF(t,x*(t), p(t),u(t)) + Ha gerade den Approxi-
mationsfehler eines approximativen Fixpunktes a*(¢). AnschlieBend kommt es gege-
benenfalls zu einem Restart des Algorithmus, um eine noch bessere Approximation
zu bestimmen.

Im Verlauf des Algorithmus muss die Abbildung GF(t, (t), p(t),u(t)) + Ha nur an
den Ecken eines jeweiligen Simplizes bzw. gegebenenfalls zusétzlich fiir den enthalte-
nen approximativen Fixpunkt ausgewertet werden.

D.h. GF(t, x(t), p(t), u(t)) + Ha wird fiir verschiedene, feste Werte x(t) ausgerechnet
und auf mogliche Fixpunkte iiberpriift. Fiir ein festes (t) ist GF(t, z(t), p(t), u(t))+
Ha nach linear. Demnach ist hier also ein Fixpunkt einer, auf einem jeweili-
gen Simplex linearen, Abbildung GF(t,x(t),p(t), u(t)) + Ha zu bestimmen. Dies
entspricht geraden den spéteren Voraussetzungen fiir die Anwendbarkeit des Simpli-
zialalgorithmus: Die zu untersuchende Problemfunktion muss stiickweise affin sein.
Folglich kann der Simplizialalgorithmus auf die hier betrachtete Problemfunktion
GF(t,z(t),p(t),u(t)) + Ha und damit zur Bestimmung eines Fixpunktes des men-
genwertigen Operators 7 angewandt werden.

Zusammenfassend lésst sich also folgende Vorgehensweise fiir das Losen eines ent-
sprechend vorliegenden Optimalsteuerungsproblems formulieren:

Ein entsprechend Abschnitt aus Kapitel [4] gegebenes Optimalsteuerungsproblem
wird als erstes, unter Verwendung der notwendigen Bedingungen aus dem Pontrya-
gin’schen Maximumprinzip, in ein Randwertproblem eines nichtlinearen Differentia-
linklusionssystems 1.0Ordnung, siehe Kapitel |4] transformiert. Anschliefend wird
fiir dieses System der, entsprechend |5.23|bzw. [5.33|definierte, mengenwertige Operator
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7 aufgestellt. Da ein Fixpunkt dieses Operators gerade einer Losung des Randwert-
problems entspricht, ldsst sich das Randwertproblem nun auf ein Fixpunktproblem
des Operators 7 reduzieren. Der gesuchte Fixpunkt kann dann mittels Simplizialal-
gorithmus approximiert werden und entspricht folglich einer méglichen Losung des
urspriinglichen Optimalsteuerungsproblems.

Grundlage dieses Kapitels waren [22], [25] und [2§].
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Kapitel 6.

Grundlagen und Definitionen zum
Simplizialalgorithmus

Im folgenden Kapitel sollen, nach einer kurzen Beschreibung des Simplizialalgo-
rithmus, die nétigen mathematischen Grundlagen zu diesem erkliart werden. Hierzu
gehoren lineare bzw. affine Unabhéngigkeit, Simplizes, Triangulationen, affine Funk-
tionen, Pivotisierung, LP-Basen und Markierungen einer Triangulation.

6.1. Allgemeine Beschreibung des
Simplizialalgorithmus

Bei einem Simplizialalgorithmus geht es darum, den Losungsraum zu triangulieren,
also in Simplizes zu zerlegen, und auf diesem eine Losung zu dem gegebenen Problem
ZUu approximieren.

Hierbei wird ausgehend von einem vollsténdig markierten Startsimplex zu einem ein-
deutig bestimmten, vollstdndig markierten, benachbarten Simplex iibergegangen und
von diesem ausgehend wieder zu einem geeigneten benachbarten Simplex. Dies fiihrt
man solange durch, bis man auf ein vollstdndig markiertes Simplex am Rand der
Triangulation stoft. In letzterem liegt die in diesem Durchlauf beste approximati-
ve Losung. Ist die Approximation jedoch noch nicht ausreichend genau, wird sooft
ein sogenannter Restart durchgefiihrt, bis der Approximationsfehler die vorgegebene
Schranke nicht mehr iiberschreitet. Bei einem Restart wird der Algorithmus mit der
zuvor berechneten, approximativen Losung als Startwert und einem geringeren Tri-
angulationsdurchmesser ausgefiihrt.

Genau genommen bezeichnet ein Simplizialalgorithmus eigentlich nur die Vorgehens-
weise bis zum Erreichen des Simplizes am Rand der Triangulation. Ausgehend von
diesem und unter Verwendung diverser Sétze, wird dann in einem néchsten Schritt
eine dem zugrunde liegenden Problem entsprechende Lésung berechnet. Um gewisse
Anforderungen an die Qualitéit, also die Genauigkeit, der Losung erfiillen zu kénnen,
kommt es anschlielend zu einem Restart-Schritt, in welchem ein Algorithmus im
Allgemeinen unter gewissen Verdnderungen der Ausgangssituation erneut ausgefiihrt
wird. Der hier speziell beschriebene Restart entspricht der von O.H. Merrill vorge-
schlagenen Variante. Der Einfachheit wegen wird im Folgenden jedoch das gesamte
Vorgehen als Simplizialalgorithmus bezeichnet.
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6.2. Lineare Unabhangigkeit, affine Unabhdngigkeit
und affine Hiille

Fiir m € N seien Ay, ..., A,y € R und 29, ...,v™ Elemente eines R-Vektorraums, kurz

R-VR (z.B.2?,...,v™ € R?).

Dann definiere:

Die Elemente v°, v!

, ..., 0" sind linear unabhéngig

N (Zm:Aivi:0;»(%:&:...:%:0)), (6.1)

d.h. genau dann, wenn die sogenannte Linearkombination der Elemente v°, v, ..., 0™

nur genau dann den Nullvektor ergibt, falls alle A, ..., A, gleich Null sind.
Die Elemente v°, v, ..., v™ heiflen linear abhingig, wenn sie nicht linear unabhiingig
sind, d.h. falls es Aq, ..., A, gibt mit mindestens einem A; # 0 fiir ¢ € {0, ..., m}, sodass

i=0

Die Elemente v°, v!, ...,v™ sind affin unabhéngig

& ((;Awi N ;)\i =0)=>N=A=..=\, = O)> , d.h. 62)

ool =Y 02 =Y . 0™ — Y linear unabhingig.

Betrachtet man die Definitionen zu linearer Unabhéingigkeit und affiner Unabhéngig-
keit, so fallt auf, dass linear unabhingige Elemente eines R-Vektorraums auch affin
unabhéngig sind. Die Umkehrung gilt jedoch im Allgemeinen nicht. So sind beispiels-

weise die zwei Vektoren ( } ) und ( 3 ) affin unabhéngig, aber offensichtlich linear
abhéngig.

Das Element v ist affine Kombination von %, v, ...,0™

S v = zm:)\ivi mitzm:)\i =1 (6.3)
i=0 i=0

Sei S Teilmenge eines R-Vektorraums und 2°,...,v™ € S , dann bezeichne

aff(S):={v € R-VR | v affine Kombination von endlich vielen Elementen aus S}
(6.4)
die affine Hiille von S.
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6.3. Simplizes

Fiir die Definition von Simplizes sind Begriffe wie das Innere oder die konvexe Hiille
einer Menge notig und sollen daher an dieser Stelle kurz erklért werden.

Fiir das Innere einer Menge M gilt: inn(M) = {x € M|z ¢ 6M} mit dem Rand
OM = {x € M|V§6 > 03y ¢ M : y € Us(z)}, d.h. der Rand von M, besteht aus
genau den Elementen von M, zu welchen in jeder noch so kleinen Umgebung um das
jeweilige Element immer mindestens ein Punkt liegt, der nicht zur Menge M gehort.
Damit besteht also das Innere einer Menge aus allen Elementen der Menge, die nicht
auf deren Rand liegen.

Auflerdem ist cov{M}, die konvexe Hiille einer Menge M, definiert als die kleinste
konvexe Menge, welche alle Elemente der urspriinglichen Menge enthilt. Eine konvexe
Menge ist dabei definiert als eine Menge von Elementen, zu welchen die Verbindungs-
strecke zwischen jeweils zwei Elementen der Menge ebenfalls komplett in der Menge
enthalten ist.

Seien nun m,n,k € N,k < m und 1%, ...,v™ € R" affin unabhéngig.

Dann bezeichne das Innere der konvexen Hiille von {v°, ...,v™} als offenes m-Simplex
o und schreibe o = (v°,...,v™). Ein offenes Simplex (v°,...,v™) ist also gerade die
kleinste konvexe Menge, welche die Elemente v°, ..., v™ enthilt.

Des Weiteren nenne den Abschluss von o, also die konvexe Hiille cov {1°;...,v™}
selbst, abgeschlossenes m-Simplex und schreibe & = [0, ..., v™]

Die Elemente Y, ..., v™ werden hierbei die Ecken von o genannt und F, sei die Menge
aller Ecken des Simplex o.

Demnach ist ein abgeschlossenes (offenes) 0-Simplex ein Punkt, ein abgeschlossenes
(offenes) 1-Simplex eine (offene) Strecke, ein abgeschlossenes (offenes) 2-Simplex (das
Innere) ein(es) Dreieck(s) und ein abgeschlossenes (offenes) 3-Simplex (das Innere)

ein(es) Tetraeder(s). Dies ist graphisch in der folgenden Abbildung dargestellt, vgl.

[29):
A

abgeschlossenes abgeschlossenes abgeschlossenes abgeschlossenes
0-Symplex 1-Symplex 2-Symplex 3-Symplex
/
: - g& /Zg
offenes offenes offenes offenes
0-Symplex 1-Symplex 2-Symplex 3-Symplex

Abb. 6.1.: Beispiel verschiedener Simplizes
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Im Folgenden bezeichne der Begriff ,Simplex“ immer ein offenes Simplex.

Ist (00 ...,v™) ein m-Simplex, so bezeichne jedes k-Simplex (v, ... v%) mit
{vio, ... v} C {07 ...,v™} als k-Seite des m-Simplex (v, ..., v™).

Es folgt ein Satz iiber den Zusammenhang zwischen einem abgeschlossenen und den
zugehorigen offenen Simplizes:

Satz 4 Das abgeschlossene Simplex o wird durch die Seiten des offenen Simplex o
partitioniert.

Dies soll nun an einem Beispiel verdeutlicht werden, vgl. [29]:

Abb. 6.2.: Beispiel 2-Simplex

Das hier dargestellte Simplex o = (v° v! v?) ist ein 2-Simplex, d.h. das Innere des

Dreiecks mit den Eckpunkten v°, v!, v2. Es lisst sich leicht erkennen, dass &, also das
abgeschlossene Dreieck, durch die Seiten von ¢ partitioniert wird, denn (v°, v!, v?) ist
die 2-Seite zu o, also das Innere des Dreiecks, (0%, v'), (v!,v?) und (v?,0°) sind die
1-Seiten zu o, also jeweils die offene Strecke zwischen zwei Ecken und (v°), (v!) und

(v?) sind die 0-Seiten zu o, also die Eckpunkte v°, v! und v2.

Auflerdem heiflen zwei m-Simplizes genau dann benachbart, wenn es ein (m — 1)-
Simplex gibt, das zu jedem der beiden (m—1)-Seite ist, d.h. wenn ein (m—1)-Simplex
existiert, dessen Ecken Teilmenge der Ecken sowohl des einen als auch des anderen
m-Simplex sind. Dies lédsst sich anschaulich an Rdumen und Tiiren eines Gebaudes
erkldren, wenn man Rdume als m-Simplizes und Tiiren als (m — 1)-Simplizes in-
terpretiert: Zwei Rdume heiflen nach obiger Definition also genau dann benachbart,
wenn sie durch eine Tiire miteinander verbunden sind. Die Tiire selbst hat mit bei-
den Rdumen Teile gemeinsam, nédmlich jeweils die Anteile der Tiire, welche man bei
geschlossener Tiire von dem jeweiligen Raum aus sehen kann.

Bezeichnet o ein m-Simplex, so bezeichnet o; jene (m — 1)-Seite von o, welche sich
hinsichtlich ihrer Ecken um genau die Ecke v* von ¢ unterscheidet, d.h. o; besitzt alle
Ecken aus o bis auf v°.

Man sagt o; sei die Seite von o, welche gegeniiber von v’ liegt.
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6.4. Triangulationen

6.4.1. Definition Triangulation

Sei C' C R” eine konvexe Menge und dim(af f(C)) = n. Dann definiere:
T ist eine Triangulation von C' :&

1) T ist eine (nicht zwingend endliche) Ansammlung von Simplizes;

2) mit jedem Simplex ist auch jede Seite dieses Simplex in 7" enthalten;

4

(1)
(2)
(3) zwei Simplizes aus 7" sind entweder disjunkt oder haben eine gemeinsame Seite;
(4) ist K C C kompakt, dann schneidet K nur endlich viele Simplizes aus T

()

5) C' ist disjunkte Vereinigung aller Simplizes aus T', d.h. die Simplizes partitio-

nieren C.

Folglich beschreibt eine Triangulation 7" eine Zerlegung von C' C R™ in Simplizes.

Nun ein Beispiel einer Triangulation des folgenden, abgeschlossenen Quadrates zur
Verdeutlichung von Punkt (5) der Definition, siche [29]:

1 2
\ \Z

VO

>

v v

Abb. 6.3.: Beispiel Triangulation eines abgeschlossenen Quadrates

Hier wire T' = {(v°,v!,v?%), (v°, 02, v3) | (00, v, v3) | (0% 0! v?)} eine mégliche Trian-
gulation dieses abgeschlossenen Quadrates. In dieser Triangulation sind die folgenden
Simplizes enthalten:

die 2-Simplizes (v°, v!, v?), (09, 02, v?), (W0, 0%, v?) und (%, vl v?), also das Innere der
Dreiecke, die 1-Simplizes (v°, '), (v, v2), (v2,03), (v3,0°), (V0 v), (v, v), (V2 v?)
und (v3,v1), also die offenen Strecken zwischen zwei Ecken, und die 0-Simplizes (v°),
(Wb, (v?), (v*) und (v?), also die Eckpunkte. All diese Simplizes sind offensichtlich
disjunkt und ergeben zusammen das abgeschlossene Quadrat, d.h. sie partitionieren
das Quadrat.

Des Weiteren sei E, die Menge aller Ecken eines Simplex o und damit Er := {v|v €
E,, 0 € T} die Menge aller Ecken aus der Triangulation 7', also die Menge aller
Ecken aller Simplizes der Triangulation.
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Der Triangulationsdurchmesser ist definiert als § = sup{||v' —v’||s|v*,v? € 0,0 € T}[]]

Satz 5 Sei T eine Triangulation von C' C R™ und o ein (n—1)-Simplex aus T'. Dann
gilt, nach [22], entweder

(1) 0 ¢ OT = o ist (n — 1)-Seite zu genau zwei n-Simplizes aus T

oder

(17) 0 € 0T = o ist (n — 1)-Seite zu genau einem n-Simplex aus T

Ist also 7 ein n-Simplex aus 7" und o eine (n — 1)-Seite zu 7 mit o ¢ IT', d.h. o liegt
nicht auf dem Rand der Triangulation, dann gibt es genau ein anderes n-Simplex 7
aus T', zu welchem o ebenfalls (n — 1)-Seite ist.

Speziell diese Eigenschaft von Triangulationen wird beim Simplizialalgorithmus aus-
genutzt. Bei diesem wird immer von einer (n — 1)-Seite zu einem zugehorigen n-
Simplex iibergegangen, also eine Ecke hinzugefiigt, und anschliefend eine andere Ecke
entfernt, d.h. es erfolgt ein Ubergang zu einer neuen (n — 1)-Seite. Von dieser ausge-
hend muss dann wieder ein zugehoriges n-Simplex bestimmt werden etc.

Nach obigem Satz gibt es zu einer (n — 1)-Seite, welche nicht am Rand der Triangu-
lation liegt, neben dem n-Simplex aus dem vorhergehenden Schritt, also immer ein
weiteres n-Simplex, in welches nun iibergegangen werden kann. Ein solcher Ubergang
ist folglich immer mdoglich. Liegt die (n — 1)-Seite am Rand der Triangulation, so gibt
es kein weiteres Simplex fiir einen Ubergang. Ein solcher ist hier aber auch gar nicht
notig, da dies bereits das Ende eines Durchlaufs des Simplizialalgorithmus darstellt.

6.4.2. Beispiele fiir Triangulationen
6.4.2.1. K,-Triangulation des R"
Fiir die Ecken der sogenannten K;-Triangulation des R™ gilt:
Ex, :={v|veZ"}, (6.5)

d.h. die Ecken dieser Triangulation besitzen ausschlielich ganzzahlige Komponenten.

Sein € Nund v° € R" eine Ecke der Triangulation. Sei auflerdem 7 = (7 (1), ..., 7(n))
eine Permutation der natiirlichen Zahlen (1,...,n) und {e',...,e"} die Einheits-Basis
des R", d.h. e!,€?,...,e" € R" und

1 0 0
0 1 :
et=1 . |.e2=| 0], . en=]|"
: : 0
0 0 1

Dann besitzt ein n-Simplex der K;-Triangulation allgemein folgende Form:

[0 7] := (0°, 0", . 0™) mit o' =0T 4 ™ fiir i = 1,...,n. (6.6)

L Als Norm wurde die euklidische Norm verwendet
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In einem n-Simplex der K;-Triangulation unterscheidet sich eine Ecke v von der vor-
hergehenden Ecke v*~! fiir 4 = 1,...,n also nur in einer Komponente und dort auch
nur um genau eine Einheit.

0

Die Triangulation K7 ist dann definiert als die Ansammlung aller n-Simplizes [v"; 7]

von obiger Form [6.6, sowie deren k-Seiten fiir £ € N und 0 < k < n.

Um eine solche Triangulation zu erzeugen, berechnet man von jeder ganzzahligen
Eckd? v° ausgehend, fiir jede mogliche Permutation 7y, ..., 7, mit Hilfe obiger For-
mel alle weiteren Ecken des jeweiligen Simplex. Pro Ecke gibt es offensichtlich n!
verschiedene Permutationen und eine Ecke mit fester Permutation liefert genau ein
Simplex, d.h. pro Ecke erhélt man genau n! Simplizes.

Nun ein kurzes Beispiel, um zu verdeutlichen, wie sich die einzelnen Simplizes der
Form [vY; 7| speziell fiir die K;-Triangulation des R? berechnen lassen:

IR
[(3): @] | [(3): @]
/// [(4): 1.2] / [(3): 1.2)]
4— 3):(1.2)] /f/ 1)@
1..
. IR
R -1 1
[(3): @n]—] : 41
() 2]

Abb. 6.4.: Beispiel Simplizes der K1-Triangulation des R2

Y

Ein Beispiel fiir ein 2-Simplex der K;-Triangulation des R? wire: {( i) ) (1 2)} :
Dieses entsteht durch folgende Rechnung;:

I
~_
+
o
[\V)
I
I
+
(@)
I
=
]
o

2yl 4 (2
(1

()0 =(()- ()

2Element des R™ mit ausschlieBlich ganzzahligen Komponenten
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Ein weiteres Beispiel wére: [( ? ) (2, 1)}, d.h.

e (aem (D)4 (0)-(2)
oovren = (D) een (3) ()= (1)
(2)en]=((3)(3):(2))

Mit diesen und analogen Rechnungen fiir v° = ( > und v° ( _13 ) gilt:

[( i’ ) (1, 2)} liefert das Simplex <( ) ( le > ( )>7 also das Innere des in

der obigen Abbildung rechten Dreiecks von aus gesehen,

1

[( :1)) ) ;1 (2, 1)} liefert das Simplex <( 513 ) ; ( g ) ; ( ;l )>; also das Innere des

linken Dreiecks von i’ aus gesehen,

K j’ ) ;(1,2)} liefert das Simplex <( j ) ,

, also das Innere

des rechten Dreiecks von aus gesehen,

-1
[ =3 1. . -3
( 1 ) :(2,1)] liefert das Simplex <( 1 ) , (
des linken Dreiecks von ( -3

also das Innere

~—

aus gesehen,

-1
( _13 ) ;(1,2) ] liefert das Simplex <( _13 ) , _12 , —2 also das Innere
des rechten Dreiecks von _1 aus gesehen,
3 . : -3 -2
1 (2,1)] liefert das Simplex L , , also das Innere
des linken Dreiecks von ( _1 aus gesehen.

Analog lassen sich weitere 2-Simplizes der K;-Triangulation des R?, ausgehend von
Elementen des R? mit ganzzahligen Komponenten, berechnen.

In K sind neben diesen Simplizes aulerdem auch alle 0- und 1-Seiten der einzelnen
Simplizes enthalten.
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Die K;-Triangulation des R? besteht also aus den Inneren aller Dreiecke obiger Art,
den offenen Strecken zwischen den Ecken dieser Dreiecke, sowie den Eckpunkten der
Dreiecke, also den Elementen des R? mit ausschlieBlich ganzzahligen Komponenten.

Zur Veranschaulichung folgt eine graphische Darstellung der K;- Triangulation des
R? vgl. [22]:

Abb. 6.5.: K;-Triangulation des R?

Wie sich leicht nachrechnen lisst, besitzt die K;-Triangulation des R™ einen Trian-
gulationsdurchmesser von /n.

Speziell fiir den R? ergibt dies also einen Triangulationsdurchmesser von v/2, welcher
gerade der Lange der Diagonale in einem Quadrat mit Seitenldnge 1 entspricht und
damit offensichtlich genau mit der vorliegenden Situation iibereinstimmt.

6.4.2.2. K(0)-Triangulation des R"

Die K (§)-Triangulation des R™ mit § > 0 wird analog der K;-Triangulation definiert,
jedoch mit dem Triangulationsdurchmesser \/n - d, vgl. [22].

Fiir die Ecken der K (§)-Triangulation gilt:
EK(5) = {6 . 1)| v E Zn}, (67)
d.h. die Komponenten der Simplexecken sind jeweils ganzzahlige Vielfache von 9.

Sein € Nund v° € R" eine Ecke der Triangulation. Sei aufierdem 7 = (7(1), ..., 7(n))

eine Permutation der natiirlichen Zahlen (1,...,n) und {e!,...,e"} die Einheits-Basis
des R™.
Dann besitzt ein n-Simplex der K(§)-Triangulation allgemein folgende Form:

0] == (W% 0!, 0"y mit o' =0T 45 ™ fiir i = 1, .. (6.8)

In einem n-Simplex der K (§)-Triangulation unterscheidet sich eine Ecke v von der
vorhergehenden Ecke v*~! fiir i = 1,...,n also nur in einer Komponente und dort um
genau ¢, d.h. die beiden Ecken haben einen Abstand von ¢.
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K (0) ist dann definiert als die Ansammlung aller n-Simplizes [v°; 7] der Form
sowie deren k-Seiten fiir k € Nund 0 < k < n.

Es lédsst sich erkennen, dass die K(9)-Triangulation eine Erweiterung der K- Tri-
angulation darstellt. Fiir 6 = 1 entspricht K (§) gerade K.

6.4.2.3. Spezielle Triangulation

Sei T eine Triangulation des [0, 1] x C' mit C' C R™ und Er C ({0} x C)U ({1} x C),
dann bezeichne T als spezielle Triangulation, vgl. [22].

Eine Ecke v dieser Triangulation besitzt also folgende allgemeine Form:

A
(%1 v

v=1| . mit A € {0,1} und : e C, (6.9)
Up, Un

d.h. die jeweils erste Komponente einer Ecke tragt entweder den Wert 0 oder den
Wert 1.

Der hier zu triangulierende Raum [0,1] x C' ist im Prinzip der R"! da [0,1] x C' C
R"*1 jedoch in einer Dimension eingeschrinkt auf Werte in dem Bereich zwischen 0
und 1. Aus diesem Grund konnen die Ecken einer zugehorigen speziellen Triangula-
tion gar keine Werte auflerhalb dieses Bereichs annehmen.

Eine spezielle Triangulation lisst sich aus jeder beliebigen Triangulation des R"+!
erzeugen.

So lisst sich beispielsweise die K;-Triangulation zur speziellen Triangulation K redu-
zieren. Ist K eine Triangulation des R"*!, dann ist K, definiert als die Beschrankung
von K auf [0,1] x R® C R™™! und damit per Definition eine spezielle Triangulation.
Hierbei sind also als jeweils erste Komponente der Simplexecken nur noch ausschlief3-
lich die Werte 0 und 1 zugelassen. In K liegen folglich genau die Simplizes aus K7,
deren Ecken als erste Vektorkomponente den Wert A = 0 oder A = 1 tragen.

In der folgenden Abbildung ist die spezielle Triangulation K; des R? dargestellt.
Hier erkennt man deutlich, dass diese Grafik tatsédchlich im Prinzip der Abbildung
mit der K;-Triangulation des R? entspricht, jedoch in einer der beiden Dimensionen
eingeschrénkt auf den Bereich zwischen 0 und 1.

Abb. 6.6.: K,-Triangulation des R2
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Analog lsst sich auch die Triangulation K (§) des R™! in eine spezielle Triangulation
transformieren. Dabei ist folgender Zusammenhang erkennbar:

A A
~ 67}1 U1 ~
K(9) = : | : co,0€ K, ;. (6.10)
Ovy, Up,

Gerade diese spezielle Triangulation K (6) ist fiir die Anwendung des Simplizialalgo-
rithmus auf das Rendezvous- und Docking-Optimalsteuerungsproblem gut geeignet.

6.5. Affine Funktionen

Seien m,n € N, C, D C R" und T eine Triangulation von C'. Dann definiere:
Eine Abbildung g : D — R™ heifit affin auf D <
es existiert eine lineare Abbildung g : af f(D) — R™ und ein ¢ € R™,
sodass g(x) = g(x) + ¢ Vx € D.

Eine Abbildung f : C' — R™ heift stiickweise affin beziiglich T :<
f ist auf jedem Simplex o € T affin.

Unter Verwendung dieser Definitionen lassen sich folgende Aussagen treffen, welche
in [22] bewiesen wurden:

0

Satz 6 Zu jedem v € o = (9, v, ...,v") € T gibt es eindeutig bestimmte o € R fiir

n
i=0,..,n mit & >0 und Y o' =1, sodass
i=0

n
T = E o' - vt
i=0
0 1

Mit genau diesen o, o, ..., ™ gilt dann fir jede auf o affine Abbildung g : 0 — R™:
glx) = a'-g(v").
=0

Jedes Element z € R™ aus dem Inneren eines Simplex o € T ldsst sich also als
eindeutig bestimmte, gewichtete Summe der Werte v°, v, ..., v™ an den Ecken von o
darstellen. Verwendet man nun in genau dieser gewichteten Summe, anstatt der Wer-
te an den Ecken, die Funktionswerte einer auf o affinen Funktion an den Ecken, so
ergibt diese neue Summe gerade den Funktionswert des urspriinglichen Elements fiir
die affine Funktion. Folglich geniigt es, die Funktionswerte einer stiickweise affinen
Funktion f auf den Ecken der Triangulation 7" von C' zu kennen, um alle Funkti-
onswerte von f an jeder Stelle von C' eindeutig bestimmen zu kénnen. Die Funktion
léisst sich also an jeder Stelle innerhalb eines beliebigen Simplex aus T allein aus deren
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Werten an den Ecken dieses Simplex berechnen.

Speziell diese Tatsache wird im Simplizialalgorithmus ausgenutzt, da es ausreicht eine
jeweilige Funktion an den Ecken der Triangulation zu betrachten, es also nicht nétig
ist die gesamte Funktion anzugeben und zu untersuchen. Es miissen also nur die Wer-
te an den Ecken ausgewertet werden und es sind dennoch indirekt alle Informationen
der gesamten Funktion enthalten.

Aus diesem Grund muss spéter die Funktion, zu welcher hier ein Fixpunkt mit Hilfe
des Simplizialalgorithmus bestimmt werden soll, stiickweise affin sein. Auch die soge-
nannten Markierungsfunktion wird spéter stiickweise affin sein und muss daher nur
an den Ecken der Triangulation untersucht werden, um alle nétigen Informationen
zu liefern.

6.6. Pivotisierung

Seien k,n € N und T eine Triangulation des R™.
Sei auflerdem o = (07, .., 0F 7t ok oFT 0"y € T ein n-Simplex und 7 =
(W0, . vR Tt R ...,’U”% eine (n — 1)-Seite zu o, welche nicht auf dem Rand der
Triangulation liegt, d.h. 7 ¢ OT.

Dann existiert nach Satz |5 genau ein weiteres n-Simplex ¢ aus 7T, zu welchem
7 ebenfalls (n — 1)-Seite ist, d.h. es existiert genau eine Ecke ©* # v*, sodass
o = (0°, .., oF L ok oF T om) dieses n-Simplex aus T ist, zu welchem 7 offen-
sichtlich auch (n — 1)- Seite ist.

Man sagt v* wird in & hinein pivotisiert.

Betrachte als Beispiel die K;-Triangulation des R? und hier speziell das 2-Simplex o,
also in der Zeichnung das blau markierte offene Dreieck, und die 1-Seite 7 zu diesem,
also die griin markierte offene Strecke zwischen zwei Eckpunkten von o.

IR .
N .V

/

iy T

k

Abb. 6.7.: Pivotisieren bei K;-Triangulation des R?

Es lasst sich auf der Abbildung leicht erkennen, dass es in dieser Triangulation neben
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o genau ein weiteres 2-Simplex gibt, zu welchem 7 ebenfalls 1-Seite ist, namlich genau
das, in der Zeichnung lila markierte offene Dreieck, ¢ und es also auch nur genau eine
Ecke o* gibt, in die v* iibergehen kann.

Die im Folgenden verwendete Art des Pivotisierens wird als ,,Pivotisieren durch Re-
flexion“ bezeichnet. Um dieses Verfahren beschreiben zu konnen, ist es notig fiir ein
n-Simplex o = (v, ..., v™) eine feste zyklische Ordnung der Ecken zu definieren.

Hierbei bezeichne

=L fiir k>0
o= . jeweils den linken Nachbarn von v* (6.11)
v fir k=0
und
L fiir k <
o= o " jeweils den rechten Nachbarn von v*, (6.12)
V0 fir k =n
fur k € {0,...,n}.

Das Pivotisieren der Ecke v* € ¢ durch Reflexion entspricht nun dem Ersetzen von
{00 ok ok R om Y durch {00 L oR L R R o)

wobei 0F 1= v*~ 4 oFt — ok,

D.h. die Ecke v* wird durch die eindeutig bestimmte Ecke o* := v*~ +vFT —0* ersetzt
und o = <v0, LRk gkt ...,U"> geht iiber zu & = <UO, LRl gk gkt v”> )

Also 0 — &, indem man eine ausgewihlte Ecke v* von o wegfallen lisst und eine
neue, eindeutig bestimmte Ecke ¢* hinzunimmt.

Aufgrund der Formel sagt man v* wird entlang der benachbarten Kante [v*~ v¥*]

reflektiert.

Speziell diese Art des Pivotisieren wird hier spéter fiir den Simplizialalgorithmus
verwendet werden.

In der, dieser Arbeit beigefiigten, Implementierung des Simplizialalgorithmus wird
das Pivotisieren durch Reflexion iiber eine Hilfsfunktion realisiert.

Die Definition des Pivotisieren durch Reflexion soll nun an einem Beispiel verdeut-
licht werden:

Sei o = (v°, v, v2,v3), so bedeutet das Pivotisieren von v! durch Reflexion, d.h. das
Reflektieren von v! entlang der benachbarten Kante [v°,v?], dass

o= (v, 0?03 = 5= (09, 01,02, 03) = (00,00 + 0% — vl V2 v3).

Folgende, aus [7] stammende, Sitze verdeutlichen, warum es so interessant ist, speziell
durch Reflexion zu Pivotisieren:

Satz 7 Sei K(§) eine Triangulation des R" und o ein Simplex aus K (0).
Erzeugt man nun mittels Pivotisieren durch Reflexion ¢ aus o, so ist auch ¢ ein
Simplex der Triangulation K (0).
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D.h. Beginnt man in einem Simplex der Triangulation K(0) des R™, so geht dieses
Simplex beim Pivotisieren durch Reflexion automatisch immer in ein Simplex iiber,
welches selbst ebenfalls zur Triangulation K(§) gehort.

Dies ldsst sich allgemeiner formulieren als:

Satz 8 Beginnt man bei einem n-Simplex o aus R™ und fihrt eine endliche Anzahl
an Pivotisierungsschritten durch Reflexion durch, so erzeugt man bei jedem Schritt
ein weiteres n- Simplex und erhdlt letztendlich eine Ansammlung T von n-Simplizes.
Diese Ansammlung T stellt dann eine Triangulation des R™ dar.

Demnach kann beim Pivotisieren durch Reflexion folgender Sachverhalt garantiert
werden:

Beginnt man bei einem beliebigen n-Simplex einer Triangulation des R", so erhélt
man mittels Pivotisieren durch Reflexion immer eine Ansammlung von n-Simplizes
der gleichen Triangulation. Die Triangulation wird also nie verlassen.

Da hier im spéateren Simplizialalgorithmus gerade durch Reflexion pivotisiert wer-
den soll, kann also garantiert werden, dass ausschlieflich Simplizes von genau einer
Triangulation erzeugt werden und diese somit niemals verlassen wird.

6.7. Definition lexikographisch positiv und LP-Basis
Seien auch in diesem Abschnitt k,n € N.

Eine Matrix A wird genau dann als lexikographisch positiv bezeichnet, wenn das erste
Element jeder Zeile der Matrix A, welches # 0 ist, positiv ist.

10 0
Die Matrix | 0 2 —3 | beispielsweise ist lexikographisch positiv,
01 1
1 0 0
die Matrix | 0 2 —3 | jedoch nicht.
0 -1 1

Des Weiteren nenne eine Menge von Vektoren v!, ...,v" € R™ genau dann

eine LP-Basis, wenn die Matrix V' := ( vt v" ) invertierbar und V! lexikogra-
phisch positiv ist.

Hierbei stehen die Buchstaben LP fiir ,,Linear Programming®, also fiir lineare Opti-
mierung, da der Begriff einer Basis dieser Form bei Untersuchungen spezieller linearer
Optimierungsprobleme entstanden ist. Mit linearer Optimierung bezeichnet man all-
gemein Optimierungsprobleme mit linearer Zielfunktion und linearen Beschrénkun-
gen.

Ein, fiir den spéateren Simplizialalgorithmus wichtiger, Satz zu der LP-Basis von Vek-
toren lautet:
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6.7. Definition lexikographisch positiv und LP-Basis

Satz 9 Seien ( Ull ) s ( 1n ) € R" und

v

{( 1)11 ) -~ ( Uln )} eine LP-Basis.

Dann gibt es zu jedem x € R™ genau ein k € {1,...,n}, sodass

{( 2]11 ) -~ ( vkl_l ) , ( :16 ) , ( Uk1+1 > - < Uln )} wieder eine LP-Basis

darstellt.

D.h. fiigt man einen beliebigen Vektor zu einer LP-Basis hinzu, so ist eindeutig be-
stimmt, welcher der Vektoren der urspriinglichen LP-Basis weggelassen werden muss,
damit die neue Menge wieder eine LP-Basis bildet.

Dieser Sachverhalt wird im spéteren Simplizialalgorithmus fiir den Ubergang eines
(n + 1)-Simplex zu einer der zugehorigen n-Seiten ausgenutzt werden. Nach Satz [9)
ist hierbei eindeutig bestimmt, welche Ecke das Simplex (n + 1)-Simplex verlassen
muss, also in welche n-Seite genau iibergegangen wird. Auflerdem sagt der Satz aus,
dass eine solche, fiir einen Ubergang geeignete, n-Seite immer existiert, ein Ubergang
also immer durchgefiihrt werden kann.

Ein entsprechender Beweis zu diesem Satz lésst sich finden unter [Schilling].

Nun ein kurzes Beispiel zu diesem Satz:

Die Menge {( (1) ) , ( (1) )} ist eine LP-Basis, da V' = ( (1) (1) ) invertierbar und

V= (1) (1) lexikographisch positiv ist.

Soll nun das Element g zu der Menge hinzugefiigt werden, so ist eindeutig be-

stimmt, welches Element diese Menge verlassen muss, damit sie weiterhin eine LP-

Basis darstellt. Wiirde man das Element < (1) ) aus der Menge nehmen, um es durch

( 8 ) zu ersetzen, so hitte man die Menge {( (1) ) , ( g )}, welche jedoch keine

LP-Basis darstellt, da V — ( (1) o

wegen der (-Zeile nicht invertierbar sein kann.

Nach obigem Satz muss dann also 1 ) das Element sein, welches aus der Menge

0

3
genommen und durch ersetzt werden kann.

0

Dies ergibt die Menge {( g ) , ( (1) )}

0 (1) ) ist invertierbar durch V=1 = (

1/3 0

Das zugehorige V = 0 1

) , welches of-
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fensichtlich lexikographisch positiv ist. Demnach war (1] das eindeutig bestimmte
Element, welches die Menge verlassen musste und { < g ) , ( (1) > } ist die neue LP-

Basis.

6.8. Markierung einer Triangulation

Seien auch in diesem Abschnitt m,n € N.

Beim Markieren von Simplizes einer Triangulation unterscheidet man im Allgemeinen
zwischen Integer-Markierung und Vektor-Markierung.

In beiden Féllen handelt es sich um eine Abbildung, welche gewisse Informationen
des zugrundeliegenden Problems trigt und Einfluss hat auf die Wahl des Simplex, in
das im jeweiligen Schritt des Simplizialalgorithmus {ibergegangen werden soll.

Bei der Integer-Markierung werden die Ecken der Triangulation auf eine natiirliche
Zahl abgebildet. Betrachtet man z.B. eine Triangulation des [0,1] x C,C C R", so
besitzt eine Integer-Markierung die Form

[:]0,1] x C — {0,1,...,m}. (6.13)

Bei der Vektor-Markierung werden die Ecken dagegen auf einen Vektor abgebildet.
D.h. betrachtet man wieder eine Triangulation des [0,1] x C,C C R™, so hat eine
Vektor-Markierung die Form

1:[0,1] x C — R™. (6.14)

In dieser Arbeit soll ausschlieSlich die Vektor-Markierung verwendet werden und wird,
der kiirzeren Schreibweise wegen, hier nun nur noch als Markierung bzw. Markierungs-
funktion bezeichnet.

Bei einem Simplizialalgorithmus wird allgemein eine approximative Nullstelle einer
gegebenen Hilfsabbildung bestimmt, d.h. eine Stelle ermittelt, an welcher der jeweili-
ge Funktionswert der Hilfsabbildung den Nullpunkt hinreichend genau approximiert,
d.h. nahe 0 ist. Diese Hilfsabbildung beinhaltet dabei das eigentlich zu lésende Pro-
blem, muss also entsprechend gewéhlt werden. Die Hilfsabbildung ist hierbei gerade
die in definierte Markierungsfunktion.

Abhéngig von dem jeweiligen Problem, muss also eine geeignete Markierung, d.h.
eine konkrete Abbildung, bestimmt werden, sodass die Nullstellen dieser Markierung
der Losung des Ursprungsproblems entsprechen. Durch die Markierung flieft dann
das eigentlich zu l6sende Problem in den Algorithmus ein.

D.h. man wéhlt eine geeignete Markierungsfunktion, bestimmt dann mit Hilfe des
Simplizialalgorithmus approximative Nullstellen dieser Markierungsfunktion und hat
dadurch direkt approximative Losungen der urspriinglichen Aufgabenstellung erhal-
ten.
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Ist man beispielsweise auf der Suche nach einem Fixpunkt einer stetigen Abbildung
f R = R", so wiirde sich als Markierung

['R" > R", z+— f(z) —x (6.15)
anbieten.

Dieses Beispiel lésst sich auch auf einen anderen Raum iibertragen:
Betrachte nun eine spezielle Triangulation T des [0, 1] x C C R™*! also mit C' C R™.

0 n+1 ) )
D.h. Simplizes haben hier die Form <( 20 ) e ( 271“ )> fir \* € {0,1}, v' € C

und ¢ =0,...,n + 1.

Sei f: R™ — R" stiickweise affin beziiglich der speziellen Triangulation von {1} x C.
Sucht man nun wieder einen Fixpunkt von f, so wiirde sich nach [Schilling] auch
folgende Markierung fiir die Triangulation 7" eignen:

1:[0,1] x C — R,

[N x):=(1=XNgx)+ Af(z) —z:=(1=N[A(c —z) + ] + A\ f(z) — =, (6.16)
wobei g : R" — R" g(z) := A(c — x) + x mit A € R™" invertierbar, ¢ € R"
und ¢ ¢ Jo fiir alle Simplizes o der speziellen Triangulation von {0} x C' eine affine
Abbildung sei.

Die Markierung (A, z) hat offensichtlich genau dann eine Nullstelle und damit der
Simplizialalgorithmus eine Losung, wenn

A=0Agx)—z=0)V(A=1A f(x) —2=0)
SA=0NA(c—z)+2—2=0)V(A=1Af(z) =x)
SA=0AA(c—1) =0 A7)V (A= 1A 2 Fixpunkt von f) (6.17)
SA=0Ac—x2=0)V (A=1Az Fixpunkt von f)
S(A=0Ac=1x)V (A=1Ax Fixpunkt von f).

Folglich liegt die einzige Nullstelle = von der Markierungsfunktion / in dem Bereich
{0} x C bei x = ¢, also bei dem Fixpunkt von g := A(c — x) + x, und die einzige
Moglichkeit fiir eine Nullstelle  von [ in dem Bereich {1} x C ist, dass x Fixpunkt
von f ist.

Beginnt man also in dem Bereich {0} x C bei einem Fixpunkt von g und verfolgt,
bei diesem startend, die Nullstellen der Markierung [, geht dann tiber zu {1} x C,
so kommt man zu einem gesuchten Fixpunkt von f, d.h. man bewegt sich von einem
bekannten Fixpunkt von g zu gesuchten Fixpunkten von f.

Der Simplizialalgorithmus verfolgt hier also die Nullstellen der Markierungsfunktion,

d.h. er approximiert die Menge ( 2 ) €[0,1] xC|l(Az)=0p.

Jede, durch den Simplizialalgorithmus erhaltene, Nullstelle der Markierungsfunktion
[ in dem Bereich {1} x C entspricht, wegen I(1,z) = f(z) — x, einem Fixpunkt der
Abbildung f, also einer Losung der urspriinglichen Aufgabenstellung.

Abhéngig von der Wahl der Matrix A und des Wertes ¢ € R™ in g(z) := A(c—z) + =,
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wird hierbei gegebenenfalls ein unterschiedlicher Fixpunkt von f geliefert. Den Wert
¢ bezeichnet man fiir einen jeweiligen, kompletten Durchlauf des Simplizialalgorith-
mus als den sogenannten Startwert.

Variiert man A in weiteren Durchldufen des Algorithmus, so erhélt man letztendlich
mehrere Fixpunkte von f, falls solche existieren.

Definiere zu jedem n-Simplex o = (v°,...,v") einer Triangulation, abhingig von der
gewahlten Vektor Markierung [, die sogenannte Markierungsmatrix

Ly = ( l(io) Z(in) ) (6.18)

Die Markierungsmatrix zu einem Simplex o = (v°, ..., v") entsteht also dadurch, dass
man die Markierungsfunktion  an den einzelnen Ecken v, ..., v" dieses Simplex aus-
wertet. Man sagt die Matrix markiert das Simplex unter [.

In dieser Markierungsmatrix ist, durch die Markierungsfunktion [/, das urspriinglich
zu l6sende Problem enthalten.

Wie bereits erwédhnt, ist es die Aufgabe des Simplizialalgorithmus Nullstellen der
Markierungsfunktion zu bestimmen. Da diese Nullstellen der Markierungsfunktion
gerade der Losung des Problems entsprechen, werden im Laufe des Algorithmus Ei-
genschaften der Matrix untersucht, welche auf vorliegende Nullstellen, bzw. approxi-
mative Nullstellen, der Markierungsfunktion schliefen lassen. Zu diesen Eigenschaften
gehort beispielsweise die im folgenden definierte Eigenschaft:

Betrachtet man die Vektor-Markierung [ fiir eine Triangulation, so heift ein n-Simplex
(v, ...,v™) vollstéindig markiert beziiglich

1 1 . D
= { 1) 1" } eine LP-Basis bildet. (6.19)
D.h. ein n-Simplex (v, ..., v") ist genau dann vollstéindig markiert beziiglich der Mar-

kierungsfunktion, wenn die Spalten der zugehérigen Markierungsmatrix eine LP-Basis
darstellen.

Mit diesen Definitionen lassen sich nun zwei, fiir den Simplizialalgorithmus essen-
zielle, Sétze aufstellen:

Satz 10 Ist o ein n + 1-Simplex einer Triangulation von [0,1] x C' C R™™! so hat o
entweder keine oder genau zwei vollstindig markierte n-Seiten.

Satz 11 FEin vollstindig markiertes Simplex liefert immer einen approximierten Fiz-
punkt.

Hierbei sei angemerkt, dass ein ,approximierter Fixpunkt® bzw. ein ,,approximati-
ver Fixpunkt“ nicht unbedingt bedeutet, dass dieser Punkt in der Néhe eines echten

Fixpunkts liegt, sondern lediglich, dass sich dieser Punkt in der Néhe seines eigenen
Bildpunktes befindet.
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Der Begriff approximierter Fixpunkt bezieht sich hier auf die, spéter beschriebene,
Homotopie. Alternativ liefe sich dieser Satz auch analog fiir eine Nullstelle der Mar-
kierungsfunktion ausdriicken.

Entsprechende Beweise zu diesen Sétzen lassen sich indirekt in [7] bzw. in [29] finden.

Bei dem im folgenden Kapitel genauer beschriebenen Simplizialalgorithmus geht es
darum, letztendlich eine Folge vollstdndig markierter n-Seiten, also vollstindig mar-
kierter n-Simplizes, zu erhalten.

Hierbei soll von einer vollstandig markierten n-Seite zu einem entsprechenden (n+1)-
Simplex iibergegangen werden und anschlieend von dort aus weiter zu einer neuen,
zu dem (n + 1)-Simplex gehorenden, vollstandig markierten n-Seite.

Satz |10 gewéhrleistet dabei, dass diese vollstéindig markierte n-Seite, in welche tiber-
gegangen werden soll, auch tatséchlich existiert und eindeutig ist.

Satz (11| beschreibt dann sozusagen den Zusammenhang zwischen dem Vorliegen ei-
ner approximativen Losung der urspriinglichen Aufgabenstellung, also im Falle eines
Fixpunktproblems zu einer stiickweise affinen Funktion dem Vorliegen eines appro-
ximativen Fixpunktes, bzw. allgemein einer approximativen Nullstelle der Markie-
rungsfunktion, und der neu definierten Eigenschaft eines Simplizes durch die Markie-
rungsfunktion vollstdndig markiert zu sein.

Indem wéahrend der Ausfithrung des Simplizialalgorithmus iiberpriift wird, ob ein
Simplex vollstandig markiert ist, also ob die zu dem Simplex gehérende Markierungs-
matrix eine LP-Basis darstellt, kann also nach obigem Satz [L1] festgestellt werden, ob
in diesem Simplex eine approximative Losung, bzw. eine approximative Nullstelle der
Markierungsfunktion liegt. Hierbei sollte nur in Simplizes iibergegangen werden, in
welchen auch eine approximative Losung liegt, also welche vollstdndig markiert sind.
Im ersten Schritt des Simplizialalgorithmus wird das n-Startsimplex um den Start-
punkt so konstruiert, dass es vollstdndig markiert ist. Anschliefend soll nun aus-
schliellich in vollstdndig markierte n-Simplizes {ibergegangen werden, deren Existenz
und Eindeutigkeit, wie bereits erwéhnt, durch Satz [10| sichergestellt ist.

Im Anschluss an die Erklarungen der mathematischen Grundlagen fiir den Simplizia-
lalgorithmus in diesem Kapitel, soll nun im folgenden Kapitel der Algorithmus selbst

detailliert beschrieben werden.

Grundlage dieses Kapitels waren [7], [8], [13], [22], [25], [29] und [30].
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Kapitel 7.

Der Simplizialalgorithmus

Ziel dieses Kapitels ist die detaillierte Beschreibung des Simplizialalgorithmus.

Dies beginnt mit dem Hinzufiigen einer kiinstlichen Dimension zu dem gegebenen
Problem. Anschliefend wird der eigentliche Algorithmus genau erkldrt und mit Hilfe
des sogenannten Door-in-Door-out Prinzips nochmals veranschaulicht. Im darauf fol-
genden Abschnitt werden wichtige Eigenschaften des Simplizialalgorithmus genannt,
um speziell dessen Eignung fiir den hier betrachteten Anwendungsfall des Fixpunkt-
problems herauszustellen. Abschliefend werden Vor- und Nachteile des Simplizialal-
gorithmus dargestellt.

7.1. Hinzufiigen einer kiinstlichen Dimension

Um das zu 16sende Problem passend in die jeweilige Markierungsfunktion einbinden
zu konnen, wird ihm eine kiinstliche Dimension hinzugefiigt. Dies erfolgt, indem jedes
Element des Raumes, also speziell die Ecken der Simplizes, eine neue erste Kompo-
nente A vor ihrer eigentlichen ersten Komponenten erhalten, d.h.

A
U1
(%1
aus vV = ) wird v° =
Un
/Un

Bei dem Startwert ¢ setze A = 0.

Mit Hilfe der kiinstlichen Dimension lasst sich entscheiden, ob ein Simplex am Rand
oder im Inneren der Triangulation liegt.

Ein Simplex befindet sich am Rand der Triangulation, falls fiir die jeweils erste Kom-
ponente jeder Ecke dieses Simplizes A = 1 gilt. Ist bei mindestens einer FEcke \ = 0,
so liegt das betrachtete Simplex im Inneren der Triangulation.

Der folgende Simplizialalgorithmus ist nun so durchzufiihren, dass er bei einem Sim-
plex startet, dessen Ecken alle als jeweils erste Komponente den Wert A = 0 tragen.
Terminieren soll der Algorithmus genau dann, wenn alle Ecken als jeweils erste Kom-
ponente den Wert A = 1 erhalten haben.

Sollte vor Einfithrung dieser kiinstlichen Dimension der R" trianguliert werden, so ist
nun der Raum [0, 1] x R® C R"*! zu triangulieren. D.h. es sind nun (n + 1)-Simplizes
und n-Simplizes statt n- und (n — 1)-Simplizes zu betrachten.
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Alternativ konnte man das Hinzufiigen einer kiinstlichen Dimension auch interpretie-
ren als Einschrinken des R™™! auf den [0, 1] x R™ ,also eine entsprechend Abschnitt
6.4.2.3| definierte spezielle Triangulation betrachten.

7.2. Umformung der gegebenen Problemfunktion
mittels Homotopie

Soll der Simplizialalgorithmus beispielsweise speziell dafiir angewendet werden, Fix-
punkte einer stiickweise affinen Funktion f(x) zu bestimmen, so bietet sich an, die
gegebene Problemfunktion mittels sogenannter Homotopie umzuformen.

Hierbei transformiert man das urspriingliche Problem auf die folgende, allgemein als
Homotopie bezeichnete, Abbildung:

H:[0,1]]xC—=>R"H\z):=(1=X)-g(x)+ X f(x), (7.1)

wobei f(z) : C'— R™ die urspriingliche Problemfunktion mit zu bestimmenden Fix-
punkten und g(x) : C — R eine, als Hilfsfunktion bezeichnete, affine Abbildung
mit bekannten Fixpunkten darstellt. Das Skalar A € {0, 1} entscheidet hierbei, nach
welcher Funktionsvorschrift der entsprechende Funktionswert fiir = berechnet werden
soll. Es gilt offensichtlich H(0,z) = g(z) und H(1,z) = f(z).

Auflerdem sei C' C R" ein triangulierbarer Raum.

Das Fixpunktproblem zu der gegebenen Funktion f(z) wurde somit auf das Problem,
einen Fixpunkt der Homotopie H zu bestimmen, transformiert.

Es sei angemerkt, dass H(A,x) — x gerade der in beschriebenen Markierung
(A, z) entspricht. Aus diesem Grund lassen sich die dort getroffenen Aussagen direkt
auf den hier betrachteten Fall iibertragen.

Beginnt der Simplizialalgorithmus auf dem Bereich {0} x C bei einem bekannten
Fixpunkt der Hilfsfunktion g(x) und verfolgt die Fixpunkte von H(A,x), so endet
er schliefllich im Bereich {1} x C bei einem Fixpunkt von f(z). D.h. jeder, durch
den Simplizialalgorithmus erhaltene, Fixpunkt von H (A, z) auf dem Bereich {1} x C
entspricht einem Fixpunkt der urspriinglichen Problemfunktion f(x).

Einzelne Ecken eines Simplizes erhalten folglich den Funktionswert g(z), wéhrend fiir
andere die Vorschrift f(x) gilt. Die entsprechende Zuweisung erfolgt iiber die jewei-
lige A-Komponente, also die erste Komponente der betrachteten Simplexecke. Da zu
Beginn des Simplizialalgorithmus alle Ecken per Definition den Komponenten-Wert
A = 0 tragen, greift dort fiir alle Ecken die Funktionsvorschrift g(z). Am Ende des
Algorithmus wird schliellich fiir jede Ecke der Wert f(y) betrachtet. Der Simplizia-
lalgorithmus geht also von einem bekannten Fixpunkt von g(x) zu einem gesuchten
Fixpunkt von f(z) tiber.

Durch Variation der Hilfsfunktion oder dem, als Startwert gegebenen, Fixpunkt von
g(x) lassen sich gegebenenfalls unterschiedliche Fixpunkte zu f(x) bestimmen.
Fixpunkte der Homotopie H entsprechen offensichtlich gerade den Nullstellen der
in definierten Markierungsfunktion (A, z). Der Simplizialalgorithmus bestimmt
folglich sowohl Nullstellen der Markierungsfunktion, also auch Fixpunkte der Homo-
topie.
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Fiir die Formulierung des Simplizialalgorithmus lassen sich also beide Begriffe ver-
wenden.

7.3. Detaillierte Beschreibung des
Simplizialalgorithmus mit Restart nach O.H.
Merrill

Der kiirzeren Schreibweise wegen wird im Folgenden die Formulierung ,eine Ecke v
zu dem Simplex S hinzufiigen“ verwendet, gemeint ist aber eigentlich ,, das Simplex
S1 = cov(v?, vt ..., v"™) zu dem Simplex Sy = cov(v?, v!, ..., 0", vT) erweitern®.
Analoges gilt auch fiir ,,eine Ecke v~ aus dem Simplex Sy entfernen*.

Nun folgt eine detailliertere Beschreibung des Algorithmus:

Der Simplizialalgorithmus beginnt bei einem geschéitzten Startwert ¢ und baut um
diesen ein vollstandig markiertes n-Simplex, das sogenannte Startsimplex, auf. Hier-
bei muss gegebenenfalls der Startwert etwas gestort werden, damit er im Inneren des
erzeugten Simplex liegt und somit die spéter berechnete invertierte Markierungsma-
trix mit groBerer Wahrscheinlichkeit lexikographisch positiv sein wird. Dies ist aus
dem Grund relevant, da fiir lexikographisch nicht-positive Markierungsmatrizen der
Algorithmus nicht fortgefiithrt werden kann und dadurch abgebrochen werden muss.

Das Startsimplex ist bereits durch die Angabe einer Startecke v° und einer Permuta-
tion 7 eindeutig festgelegt. Schreibe Simplex S(v°; 7).

Ausgehend von dem Startsimplex S wird mittels vorgegebener Pivotisierungsregel-
Regel, also beispielsweise durch Pivotisierung mittels Reflexion, eine neue Ecke v™
berechnet.

Fiigt man v™ zu dem n-Simplex S hinzu, so erhélt man ein (n + 1)-Simplex. Dieses
besitzt nach Satz [10| genau zwei vollsténdig markierte n-Simplizes und diese haben
eine gemeinsame Seite, sind also benachbart.

Da mit dem Startsimplex S bereits eines der beiden vollstéandig markierten n-Simplizes
vorliegt, existiert ein zweites vollstandig markiertes n-Simplex S” und ist eindeutig
bestimmt. Demnach ist eindeutig festgelegt, welches Element v~ das (n + 1)-Simplex
verlassen muss, um S’ zu erhalten.

Alternativ ldsst sich diese, als Pivotisieren bezeichnete, Vorgehensweise auch unter
Verwendung des Begriffs der LP-Basis beschreiben:

Nach Definition heifit ein Simplex genau dann vollstdndig markiert, wenn die
Vektoren der, durch die jeweilige Markierungsfunktion, markierten Ecken eine LP-
Basis bilden.

Hier sei angemerkt, dass die genaue Form eines solchen Vektors fiir eine Ecke v(1 :
n + 1) mit der Markierungsfunktion I(A,v(2 : n + 1)) folgendermaflen lautet:

( l(/\aU(Q%n+ 1)) ) ’ (7.2)

Lo(1: n + 1) bezeichne die 1. bis n + 1-te Komponente des Vektors v
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aber entsprechend obiger Formulierung abgekiirzt wird.

Erweitert man das vollstindig markierte Simplex nun um eine Ecke v, fiigt man
also in einem n 4 1-dimensionalen Raum zu einer aus n 4+ 1 Vektoren bestehenden
LP-Basis einen weiteren Vektor, genauer den Vektor der markierte Ecke v, hinzu,
so kann diese Menge keine LP-Basis mehr darstellen, da n + 2 Elemente in einem
n + l-dimensionalen Raum nicht linear unabhéngig sein kénnen.

Nach Satz[9]ist eindeutig bestimmt, welches Element aus der Menge genommen wer-
den muss, damit sie wieder eine LP-Basis darstellt. Es ist also eindeutig festgelegt,
welcher Vektor einer markierten Ecke (v™) aus der Menge zu entfernen ist, wenn man
den Vektoren der markierten Ecke v™ zuvor hinzugefiigt hatte. Das bedeutet:

Es ist also eindeutig bestimmt, welche Ecke v~ aus dem Simplex entfernt werden
muss, um ein vollstdndig markiertes Simplex S’ zu erhalten.

Nun ist zu iiberpriifen, ob das neue Simplex S’ bereits am Rand der Triangulati-
on liegt. Ist dies der Fall, so liegt eine approximative Losung des zugrundeliegenden
Problems bereits indirekt in diesem neuen Simplex S’.

Liegt das neue Simplex S’ jedoch nicht auf dem Rand der Triangulation, wird aus-
gehend von S” analog oben mittels Pivot-Regel eine neue Ecke bestimmt, welche nun
das n-Simplex S” zu einem (n + 1)-Simplex erweitert.

AnschlieBend wird, wie schon beim Ubergang von S zum benachbarten vollstindig
markierten S’ via (n+1)-Simplex, das Element berechnet, welches das (n+1)-Simplex
verlassen muss, um auf das vollstandig markierte n-Simplex S” zu kommen.

Dieser Vorgang wird sooft durchgefiihrt, bis man bei einem vollstéindig markierten
Simplex am Rand der Triangulation angekommen ist. Aus diesem Simplex kann nun
eine approximative Losung des gegebenen Problems konkret berechnet werden, vgl.

Satz [11l

Im Anschluss an die Bestimmung einer moglichen Losung wird der Approximati-
onsfehler dieser Losung berechnet. Uberschreitet er die vorgegebene Schranke nicht,
so wurde eine gute Losung zu dem gegebenen Problem gefunden und der Algorith-
mus terminiert hier. Ist der Approximationsfehler jedoch noch zu grof}, kommt es zu
einem Restart des Algorithmus mit der eben ermittelten approximativen Losung als
Startwert und unter Verwendung eines geringeren Triangulationsdurchmessers, d.h.
mit kleineren Simplizes. Im Allgemeinen sollte der Triangulationsdurchmesser umge-
kehrt proportional zu dem a-priori Wissen iiber die gegebene Problemfunktion sein.
Bei wenig Wissen iiber diese sollte der Durchmesser bzw. die Simplizes also grof sein,
damit der Algorithmus selbst bei ungiinstig gewéhltem Startwert schnell terminieren
kann und zumindest eine grobe Losung liefert. Hat man bereits gute Kenntnis {iber
die betrachtete Problemfunktion, so kann der Startwert entsprechend giinstig gew&hlt
werden und ein geringer Triangulationsdurchmesser fiithrt zu einer genaueren Losung.

Im Folgenden wird der Algorithmus mit Restart nach Merrill kurz mittels Pseudo-
Code beschrieben:
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1. Wahle Startpunkt ¢, Markierungsfunktion [, Triangulationsdurchmesser §, Ge-
nauigkeit ep

2. Bestimme Startsimplex und gestorten Startpunkt ¢ aus ¢~ und ¢
3. Bestimme hinzuzufiigende Ecke v mittels Pivot-Regel

4. Bestimme zu entfernende Ecke v~ und damit neuen Simplex unter Anwendung
von [

5. Uberpriife ob neuer Simplex am Rand der Triangulation liegt.
falls nein gehe zu 3.,
falls ja gehe zu 6.

6. Berechne approximierte Losung z*

7. Berechne Approximationsfehler und Uberpriife ob dieser < ep
falls ja STOP,
falls nein gehe zu 8.

8. Setze ¢~ = 2* und 6 = §/2 und gehe zu 2.

Die eben beschriebene Vorgehensweise soll nun zusétzlich graphisch dargestellt wer-
den:

I? (n+1)-Simplex

d/2

Abb. 7.1.: Simplizialalgorithmus mit einem Restart(untere Abbildung)
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7.4. Der Algorithmus als Door-in-Door-out-Prinzip

Der Algorithmus lésst sich auch gut mit dem sogenannten Door-in-Door-out-Prinzip
bildlich erkléren:

Betrachte den Grundriss eines Gebédudestockwerks. Das Stockwerk besteht ausschlief3-
lich aus Rdumen, welche durch Tiiren miteinander verbunden sind. Jeder Raum be-
sitze genau zwei offene Tiiren. Es sei nicht erlaubt einen Raum durch die selbe Tiire
zu verlassen, durch die man den Raum betreten hat.

Man betritt den ersten Raum des Stockwerks durch die Eingangstiire. Da dieser
Raum per Definition genau zwei offene Tiiren besitzt und man durch eine dieser bei-
den Tiiren den Raum eben betreten hat, ihn also durch diese nicht verlassen darf, ist
eindeutig festgelegt durch welche Tiire man den Raum verlassen muss. Durch diese
Tiire gelangt man in den nédchsten Raum, welcher auch wieder genau zwei offene
Tiiren besitzt: die Tiire, durch welche man den Raum betreten hat und genau eine
weitere. Der Raum ist also durch letztere zu verlassen und man gelangt in den néchs-
ten Raum. Dies lésst sich so lange fortfithren bis man zur Ausgangstiire gelangt und
das Stockwerk verlassen kann.

Es ist offensichtlich nicht méglich im Kreis zu laufen und einen Raum zu betreten,
den man bereits betreten hatte, da keiner der Rdume mehr als zwei offene Tiiren
besitzt. Es ist auch nicht moglich in einen Raum zu gelangen ohne die Moglichkeit
diesen wieder verlassen zu kénnen, da jeder Raum per Definition genau zwei offene
Tiiren besitzt.

Bei obigen Vorgaben muss immer ein Raum mit Ausgangstiire existieren.

Die Tiiren stellen hier n-Simplizes dar, wobei offene Tiiren vollstindig markierte n-
Simplizes représentieren. Die Rédume selbst sind die (n + 1)-Simplizes, welche die
beiden (genau zwei) vollstdndig markierten n-Simplizes beinhalten. Wenn von einer
Tiire zur anderen durch den Raum gegangen wird, bedeutet dies den Ubergang von
einem n-Simplex zu einem andern iiber das, die beiden verbindende, (n+ 1)-Simplex.
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7.5. Wichtige Eigenschaften des Simplizialalgorithmus

Satz 12 Der allgemeine Simplizialalgorithmus liefert eine Folge von abwechselnd
vollstandig markierten n-Seiten und entsprechender (n + 1)-Simplizes, welche keine
Wiederholungen aufweist.

D.h. der Algorithmus liefert immer weiter neue, vollstdndig markierte Simplizes und
durchlduft kein Simplex doppelt. Es ist also nicht moglich bei dem Simplizialalgo-
rithmus selbst in eine Endlosschleife zu kommen.

Satz 13 Euistiert eine kompakte Teilmenge C C |K|, in welcher alle durch den all-
gemeinen Simplizialalgorithmus erzeugten vollstindig markierten n-Simplizes liegen,
so terminiert der allgemeine Simplizialalgorithmus bei einem vollstindig markierten
n-Simplex.

Des Weiteren erfiillen die, durch den Algorithmus erzeugten, Simplizes den folgenden
Satz:

Satz 14 Jedes vollstindig markierte Simplex liefert einen approrimativen Fixpunkt.

D.h. endet der Algorithmus in einem vollstdndig markierten Simplex, also kommt
er auf ein Simplex am Rand der Triangulation, so ldsst sich daraus immer ein ap-
proximativer Fixpunkt der Problemfunktion, bzw. eine approximative Nullstelle der
Markierungsfunktion, also eine Losung des urspriinglichen Problems, berechnen.
Nach Satz (13| liefert der Algorithmus fiir eine kompakte Teilmenge C' C |K| immer
ein vollstdndig markiertes n-Simplex, also in diesem Fall nach Satz immer einen
approximativen Fixpunkt, also eine approximative Losung.

Sind speziell fiir den mengenwertigen Operator 7 aus die dort beschriebenen
Kompaktheitsanforderungen erfiillt, so terminiert der Simplizialalgorithmus nach Satz
[13| fiir das Fixpunktproblem dieses mengenwertigen Operators 7 mit einem vollsténdig
markierten n-Simplex und liefert nach Satz folglich einen approximativen Fix-
punkt fiir 7 und somit eine Losung fiir das urspriingliche Optimalsteuerungsproblem
aus Abschnitt [4.2] Kapitel [4.

Satz 15 Der Simplizialalgorithmus zur Bestimmung eines Fixpunkts einer kompak-
ten Abbildung liefert, verzichtet man auf das Stop-Kriterium , eine unendliche Folge
gleichmdf$ig beschrdnkter, immer genauerer approximativer Fixpunkte.

Durch das Stop-Kriterium endet der Algorithmus jedoch nach endlich vielen Schritten
mit hinreichend guter Approrimation eines solchen Fixpunkts.

Der hier beschriebene Simplizialalgorithmus mit Restart nach O.H. Merrill terminiert
also immer und liefert dabei eine approximative Losung zu dem gegebenen Problem.

Ein entsprechendes MATLAB-Programm zu dem hier dargestellten Simplizialalgo-
rithmus befindet sich auf der beiliegenden CD.
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7.6. Vor- und Nachteile des Simplizialalgorithmus

Ein grofler Vorteil des hier vorgestellten Simplizialalgorithmus, speziell bei der Losung
von Optimalsteuerungsproblemen, ist die Tatsache, dass er keine a-priori Informatio-
nen iiber die Losungsstruktur benotigt.

Dies lésst sich dadurch begriinden, dass der Simplizialalgorithmus auch auf Differen-
tialinklusionen, also auf mengenwertige Abbildungen, anwendbar ist und somit auch
Probleme mit singulédrer Steuerung behandelbar sind. Es ist folglich nicht nétig vor
der Ausfithrung des Algorithmus zu wissen, ob Abschnitte mit singulédrer Steuerung
existieren und an welchen Stellen diese genau auftreten konnen.

AuBerdem konvergiert der Algorithmus im Gegensatz zu anderen indirekten Ver-
fahren fiir alle, nicht nur fiir giinstig gewéhlte, Startwerte.

Es miissen nur wenige Bedingungen, wie z.B. Stetigkeit und Kompaktheit, erfiillt
sein, um die Konvergenz des Verfahrens garantieren zu kénnen. Demnach lésst es
sich auch bei nicht-glatten Problemen anwenden. Aus diesem Grund eignet sich der
Algorithmus speziell auch fiir Optimalsteuerungsprobleme, bei welchen die Hamil-
ton’sche nicht nach der Steuerung differenzierbar ist.

Des Weiteren lassen sich mit dem Simplizialalgorithmus gegebenenfalls sogar ver-
schiedene Losungen erzeugen. Hierfiir wird der komplette Algorithmus mehrmals,
mit jeweils verdndertem Startwert oder anderer Matrix der Hilfsfunktion, ausgefiihrt.

Leider steigt jedoch der Rechenaufwand des Algorithmus mit der Dimension d des zu
16senden Problems in einer Gréfienordnung von d®. Sind schnellere Losungsmethoden
fiir eine Aufgabenstellung anwendbar, d.h. sind die entsprechenden Glattheitsanfor-
derungen erfiillt und geeignete Startwerte bekannt, sodass Konvergenz hier sicherge-
stellt ist, sollte man diese Methoden bevorzugen.

Der hier beschriebene Simplizialalgorithmus eignet sich folglich besonders fiir das
Lésen von Optimalsteuerungsproblemen mit kompaktem Steuerbereich U, bei nicht
nach der Steuerung v € U differenzierbarer Hamilton’schen oder bei Problemen ohne
genauere Kenntnis der Losungsstruktur, vgl. [25].

Er kann jedoch auch fiir andere Probleme, gemeinsam mit weiteren Verfahren, ver-
wendet werden. Es bietet sich im Allgemeinen an, den hier beschriebenen Simpli-
zialalgorithmus fiir wenige Zeitschritte, also bei niedriger Dimension, zu verwenden
um nur erste approximative Losungen zu bestimmen. Ausgehend von diesen Losun-
gen und dem nun gewonnen Wissen iiber die grundlegende Losungsstruktur, konnen
anschliefend andere schneller konvergierende Verfahren, welche aber eben geeignete
Startwerte bendtigen, verwendet werden, um genauere Losungen zu erhalten.

Der Simplizialalgorithmus ist damit ein geeignetes Verfahren zur Berechnung optima-
ler Trajektorien fiir Félle, in denen viele andere Losungsmethoden nicht anwendbar
sind. Speziell der kompakte Kontrollbereich ist fiir klassische indirekte Methoden pro-
blematisch.
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Diese und weitere Informationen lassen sich finden in [7], [8], [13], [19], [22], [23],
[24], [25], [29] und [30].
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Kapitel 8.
Fazit und Ausblick

Die in dieser Arbeit beschriebene Vorgehensweise zur Trajektorienbestimmung mit-
tels Simplizialalgorithmus soll nun abschliefend nochmals in komprimierter Form
dargestellt werden:

Es sei ein Optimalsteuerungsproblem zur Bestimmung optimaler Losungstrajektorien
in der Form aus Abschnitt [4.2], wie beispielsweise die R&D-Problematik, gegeben und
soll mit Hilfe des Simplizialalgorithmus gelost werden.

Hierfiir muss das Optimalsteuerungsproblem zuerst, unter Verwendung der Optima-
litdtsbedingungen aus dem Pontryagin’schen Maximumprinzip, in ein Randwertpro-
blem einer nichtlinearen Differentialinklusion 1.0rdnung umgeformt werden.
Anschlieflend definiert man zu diesem Randwertproblem einen entsprechenden men-
genwertigen Operator. Da jeder Fixpunkt dieses Operators gerade einer Losung des
Randwertproblems der nichtlinearen Differentialinklusion entspricht, hat sich das zu
l6sende Problem nun auf ein Fixpunktproblem eines mengenwertigen Operators re-
duziert.

Dieses Fixpunktproblem lésst sich als Fixpunktproblem einer, auf einer entsprechen-
den Triangulation, stiickweise affinen Abbildung interpretieren und kann daher nun
mittels Simplizialalgorithmus gelost werden.

Hierfiir wird die Markierungsfunktion so definiert, dass eine Nullstelle dieser Funkti-
on gerade einem Fixpunkt der stiickweise affinen Abbildung entspricht. Es sind mit
dem Algorithmus nun also Nullstellen der Markierungsfunktion zu bestimmen, bzw.
7ZUu approximieren.

Hierbei ist der Raum nach und nach mittels Simplizes zu triangulieren. Da gera-
de vollstandig markierte Simplizes eine Nullstelle der Markierungsfunktion, also eine
Losung des Ursprungsproblems, beinhalten, beschrankt man sich im Algorithmus auf
das Durchlaufen ausschliellich vollstindig markierter Simplizes.

Der Algorithmus beginnt mit der Konstruktion eines vollsténdig markierten Simplizes
um einen vorgegebenen Startpunkt. Anschliefend geht er, bei diesem startend, immer
wieder in ein neues, vollstindig markiertes Simplex iiber, welches jeweils eine immer
genauere Approximation an die Losung beinhaltet. Sobald der Algorithmus auf ein
Simplex am Rand der Triangulation stoft, liegt in diesem die fiir diesen Durchlauf
beste approximative Losung vor und wird konkret ermittelt.

Ist die Approximation genau genug, so stoppt das Programm. Andernfalls werden
weitere Durchldufe des Simplizialalgorithmus durchgefiihrt mit jeweils geringerem
Triangulationsdurchmesser und besserem Startpunkt, bis der Approximationsfehler
der erhaltenen Losung eine vorgegebene Schranke nicht mehr iiberschreitet.
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Kapitel 8. Fazit und Ausblick

Dar Algorithmus terminiert also mit einer hinreichend genauen approximativen Null-
stelle der Markierungsfunktion, also mit einem approximativen Fixpunkt der stiick-
weise affinen Abbildung bzw. des mengenwertigen Operators. Damit liefert der Algo-
rithmus eine approximative Losung der Differentialinklusion und folglich eine approxi-
mative, optimale Losungstrajektorie des urspriinglichen Optimalsteuerungsproblems.

Der hier beschriebene Simplizialalgorithmus eignet sich besonders gut um eine erste,
grobe Abschéitzung der Losungstrajektorie zu erhalten, da man fiir dessen Anwendung
keine vorab Informationen benotigt und nur gewisse Stetigkeits- und Kompaktheits-
anforderungen erfiillt sein miissen.

Auflerdem ist der Simplizialalgorithmus auch fiir mengenwertige Abbildungen an-
wendbar, d.h. speziell das Auftreten singulédrer Teilbogen stellt bei diesem Ansatz,
im Gegensatz zu den meisten anderen indirekten Verfahren, kein Problem dar.
Aufgrund des hohen Rechenaufwandes, speziell bei vielen Dimensionen, also fiir bes-
sere Approximationen an die jeweilige Losung, bietet sich an, diesen anschlieflend,
unter Verwendung der durch den Simplizialalgorithmus gewonnenen Informationen
iiber die Losung, durch einen schneller konvergierenden Algorithmus zu ergénzen, um
eine genauere Anndherung an die Losung zu erhalten.

D.h. man berechnet erst eine Groblosung mit dem Simplizialalgorithmus und ver-
wendet diese anschlieflend als Startwert fiir den zweiten Algorithmus, welcher dann
schnell eine genauere Losung liefert. Um diesen iiberhaupt anwenden zu kénnen, wird
eine hinreichend genaue Losung aus dem Simplizialalgorithmus als Starttrajektorie
benotigt.

Aufbauend auf diese Diplomarbeit kénnte man, speziell fiir den Rendezvous- und
Docking-Fall, durch den Simplizialalgorithmus berechnete, Losungstrajektorien mit
Losungen aus weiteren Algorithmen, wie Multiple Shooting oder Model Predictive
Control, vergleichen.

Eine andere Erweiterungsmoglichkeit wére, die Objekte Chief und Deputy im R&D-
Szenario nicht mehr nur als Punktmassen zu betrachten, sondern deren tatséchli-
che Ausmafle und Bewegungen um die jeweils eigenen Achsen, also auch mogliches
Taumeln, zu beriicksichtigen. D.h. man konnte die hier betrachteten Bewegungsglei-
chungen um eine Lageregelung ergénzen, also unter Verwendung der Orientierung
formulieren.

Der stetige Zuwachs der in unserer Erdumlaufbahn befindlichen Triimmerteile stellt
ein immer groferes Kollisionsrisiko fiir Satelliten, Raumfahrzeuge oder Raumstatio-
nen dar.

Um die Raumfahrt, bzw. allgemein die Nutzung des Weltraums, weiterhin gewéhr-
leisten zu konnen, ist es zwingend notig, speziell grofferen Weltraummiill umgehend
zu entfernen. Hierfiir kénnen Techniken wie das Rendezvous und Docking angewandt
werden und miissen daher weiter umfassend erforscht und stetig optimiert werden.
Ein vielversprechender Losungsansatz fiir die Bestimmung einer optimalen Bahnkur-
ve stellt der hier beschriebene Simplizialalgorithmus dar.
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Anhang A.

Anwendung des mengenwertigen
Operators 7 auf ein Beispiel

In diesem Abschnitt soll zur Verdeutlichung der Zusammensetzung des mengenwer-
tigen Operators 7 aus [5.18| ein entsprechendes Beispiel durchgerechnet werden.

Betrachte hierzu das Randwertproblem

01

1 1+e” 0 1 1
(o i )wo-(0 1) wo-(4)

(0t (1 1+€" (01
alsoA(t)._(O 1),M._(0 1+€T)und]\f._(0 1).

Dabei sei speziell [to,t7] =[0,7] CR mit 0 < T < oo und F : [0, 7] x R* — R? eine
vorgegebene, mengenwertige Abbildung. Es gilt auBerdem offensichtlich M, N, A(t) €
R?**? und die Abbildung A(t) : [0,T] — R?*? ist auf [0, T] stetig. Hierbei wurden M
und N so gewahlt, dass M - Y (0) — N -Y(T) die Einheitsmatrix ergibt und sich somit
weitere Rechnungen vereinfachen.

y(t) € ( vt ) ~y(t) + F(t,y(t)) fir fast alle t € [0, 7], wobei F(t,y(t)) := y(t)

Diese Differentialgleichung liefle sich sicherlich mit einem anderen, als dem hier vor-
gestellten, Verfahren schneller 16sen. An dieser Stelle geht es jedoch darum, an einem
einfachen Beispiel zu zeigen, wie eine gegebene Differentialinklusion in ein Fixpunkt-
problem des entsprechenden Operators 7 umgewandelt wird und nicht darum, speziell
dieses Beispiel zu losen.

Im Folgenden bezeichne C[0, T)? die Menge aller stetigen Abbildungen von [0, T'] nach
R2 und 2€007" die dazugehérige Menge aller Teilmengen, also die Potenzmenge von
C[0,T)?. AuBerdem sei L'[0,T]? die Menge aller Lebesgue-messbaren Abbildungen

z(t) : [0, 7] — R? mit { | z(t) || dt < 0.
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Anhang A. Anwendung des mengenwertigen Operators T auf ein Beispiel

Der mengenwertige Operator 7 ist hier, entsprechend |5.18}, [5.11) und |5.12}, fiir a € R?
wie folgt definiert:

7:C0,T]> — 2°0TF  2(t) —
{y(®) y(t) = GE(t) + Ha, &(t) € F(t,x(t)) fiir fast alle ¢ € [0,T7], () € L'[0,T]?},

(A.2)
wobei
G:L'0,T)> — C[0,T)?, £(t) —
Y(t)- |(M-Y(0)=N-Y(T))"" - N-Y(T)- /Yl(r) SE(T)dr + /Yl(r) “E(T)dr
’ ’ (A.3)
und
H:R*=C[0,T)?, a—Y(t)-(M-Y(0)—N-Y(T) " a (A.4)

Die zu dem Randwertproblem gehorende, homogene Differentialgleichung lau-
tet:

. 0 t
i = 1 ) (A5)
: : : 1 (t—1)é . :
Es ist leicht nachvollziehbar, dass Y (t) = 0 ot eine Fundamentalmatrix
dieser homogenen Differentialgleichung darstellt. Daraus ergibt sich:
1 -1
ro-(y 1) (A6)
N\ T
Y(T) = ((1) (T eTl)e ) und (A7)
o (11—t o (1 1=7
Y (t) = ( 0 et bzw. Y (1) = 0 et ) (A.8)

94



In dem hier betrachteten Beispiel gilt also fiir den linearen Operator G, angewandt
auf eine Abbildung £(t):

GE(t) =Y (t) - [(M -Y(0) =N - Y(T))_1 -N-Y(T)- /YI(T) “E(T)dr

+t/Y_1(T) -&(7) dT:|




Anhang A. Anwendung des mengenwertigen Operators T auf ein Beispiel

Der Operator H lésst sich fiir das betrachtete Beispiel wie folgt auf das, hier vorge-
gebene, Skalar a = ( L ) anwenden:

0
Ha:H((l))

@- 01y =Ny ()

Y (t
(o )

(G () G)
(G ()

() () ()

:((1) (t—€t1>e )(é)

:(é).

(A.10)

Damit lautet der Operator 7 fiir dieses Beispiel:

7: C0,T]> — 2°07F  2(t) —

vl = (g 07 /( 2 ) dT+/<11_T>-€(T)dT

+ ( (1) ) , E(t) € F(t,x(t)) := x(t) fir fast alle t € [0,T, £(t) € Ll[O,T]Q}.
(A.11)

Grundlage der Formeln aus diesem Abschnitt war [22].
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Anhang B.

Modellierung der Relativbewegung an

einem nicht-normierten Beispiel in
MATLAB

Betrachte nun das Beispiel zur Modellierung der Relativbewegung zweier Satelli-
ten aus Abschnitt 3.3 in nicht-normierter Form. Mit der Gravitationskonstanten
w=3,986 - 105"“8—";3 und der gewéhlten groflen Halbachse a = 7000km gilt also fiir die
Anfangswerte:

z(0) = —0,01127 - a = —78,8666km, y(0) = 0-a = 0km, z(0) = 0,1 - a = 700km,
0(0) = 0° r(0) = 0,9-a = 6300km, #(0) = 0,02 - /2 = 0,1509%2, 4(0) =
0,02 /E = 0,150952 2(0) = 0- /Z = 0% §(0) = 1,22838 - \/5 = 0,00131,
#(0) =0-/E =082

Auch dieses Beispiel lisst sich, analog Abschnitt [3.3] mit MATLAB l6sen und dar-
stellen.

In den ersten drei Bildern wurden wieder auf der Abszissenachse die Orbital Periods,
also t/Tyorm mit (Thorm = 27), und auf der Ordinatenachse in Kilometern die x-
bzw. y- bzw. z-Position des Deputy relativ zum Chief abgetragen. In den vier darauf
folgenden Bildern wurden, ebenfalls in Kilometern, die x- gegen die y-Position des
Deputy bzw. die x- gegen die z-Position des Deputy bzw. die y- gegen die z-Position
des Deputy bzw. die x- gegen die y- gegen die z-Position des Deputy geplottet. Das
komponentenweise Plotten der Relativbewegung liefert:
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Anhang B. Modellierung der Relativbewegung an einem nicht-normierten Beispiel in MATLAB

x-Komponente Relativposition
150 T T T

150 | i i i i
0 05 1 15 2 25 3

Orbital Periods

Abb. B.1.: Zeitlicher Verlauf der x-Position des Deputy relativ zum Chief

y-Komponente Relativposition
100 T

-600 : ‘ :
0 05 1 15 2 25 3

Orbital Periods

Abb. B.2.: Zeitlicher Verlauf der y-Position des Deputy relativ zum Chief
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z-Komponente Relativposition
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Abb. B.3.: Zeitlicher Verlauf der z-Position des Deputy relativ zum Chief
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Abb. B.4.: x-Position gegen y-Position



Anhang B. Modellierung der Relativbewegung an einem nicht-normierten Beispiel in MATLAB

X gegen z
800 T

600 - ! o

400 - il

200 - 7

-200 - —
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Abb. B.5.: x-Position gegen z-Position

¥ gegen z
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Abb. B.6.: y-Position gegen z-Position
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X gegen 'y gegen z

800
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400
200

-200

-400
-600
-800

-1000
200

Abb. B.7.: x-Position gegen y-Position gegen z-Position
Wie bereits im Abschnitt lasst sich auch hier auf den ersten drei Plots erkennen,
dass eine beschrinkte Relativbewegung vorliegt. Dies lédsst sich wieder auf eine giins-

tige Wahl der Anfangswerte zuriickfiithren.

Fiir diesen Abschnitt wurden Informationen aus [6] verwendet.
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