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Der Begri der (reellen) Zahlenfolge ist fur die Analysis
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Die Themen:

I Beschréankte und konvergente Folgen

I Monotone Folgen

I Haufungspunkte und Teilfolgen von Folgen

I Reihen
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10.1 De nition und Beispiele

Eine Abbildunga: ! heiyt (reelle) Zahlenfolge

Statt a(n) schreibea,. Die ganze Folge isa,),2 oder einfach
(an):
Beachte: Zahlenfolgen sind immanendlicheFolgen.

Eher als die konkreten Werte day interessiert uns das Verhalten
der Folge flr groyen:
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Beispiele
() ah» = noder(ay) =(1;2;3;:::) ist die Folge der nattrlichen
Zahlen, deren Folgenglieder beliebig groy werden.

(i) a, = 1=n oder(a,) = ( 1; 3 5 3,. .1) ist eine Folge, deren Glieder
der Null beliebig nahe kommen.

(i) Die Folge

1 3 25 4
- n —_ . . . .
an=( D"+ - oder(an)—(o,—2 7B )

Wl

wechselt nach dem ersten Folgenglied das Vorzeichen.

Man sagt auch: Die Folge alterniert. Fir grojievechselt sie
zwischen Werten, die nahe beil liegen.
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10.2 Beschréankteit und Konvergenz von Zahlenfolgen

Die Folge heiytbeschranktwenn es eine ZatM gibt mit ja,j M
fur allen 2

Alternativ: Es gibt einM, so dass alle Folgenglieder im Intervall
[ M;M] liegen.

Der Wertebereich M der Folge(ay) ist
Ma= fag;a;as g
Als Mengeist M, etwas anderes als die Folge.

Aber es gilt
Mg beschrankt (a,) beschrankt

Ist My endlich, so ist die Folge beschrankt.
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Eine Folge(a,) konvergiert gegen ein2 , wenn es zu jedem
"> 0einN2 gibt mit

jan aj<" furallen N:

ate . .

a-e o o oo o

Ab einem IndexXN liegen alle Folgenglieder im Schlauch
B-(@=(a "a+")=fx:jx ag<"g

B-(a) heiyt "-Umgebung vora.
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Konvergente Folgen

Eine Folge(a,) konvergiert gegen ein2 , wenn es zu jedem
"> 0einN2 gibt mit

jan aj<" furallen N:

a heiyt dannGrenzwertoder Limesder Folge.
Wir schreiben dann

r]I|i1m a,=a oder a,! a furn'l
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Beispiele zur Konvergenz

(i) Die konstante Folgea, = 1 konvergiert gegea = 1 wegen

jan @=j1 1j=0<" 8n2
(i) Die Folgea, = % konvergiert gegema = 0.
Zu jedem" > O gibtes eilN 2 mit & <" Firn

1 n,

Jan A= N<-

=

N gilt daher
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Beispiele zur Konvergenz

(iii) Die alternierende Folge, = ( 1)" konvergiert nicht. Wir
wahlen" = 1:

a+1/2
a -
a-1/2

> n

Gleichgultig, welchea2  wir wahlen, es liegen immer unendlich
viele Folgenglieder auyerhalb des Schlauchs.
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Konvergente Folgen

Eine Folge(a,) konvergiert gegen ein2 , wenn es zu jedem
"> 0einN2 gibt mit

jan aj<" furallen N:

Man formuliere dies mit eigenen Worten.

Der Abstand zwischen, und a wird fur groye Indizes beliebig
klein.

Oder formal:

8">09N2 8n N jan a<"
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Konvergente Folgen

Eine Folge(a,) konvergiert gegen ein2 , wenn es zu jedem
"> 0einN2 gibt mit

jan aj<" furallen N:
Eine Eigenschaft tri t firfast alleFolgenglieder zu, wenn sie fir

alle bis auf endlich viele Folgenglieder zutri t.

Welche der folgenden Aussagen sind ¢a,) konvergiert gegem
aquivalent?

Fir jedes' > 0 giltja, aj <" fur fast alle Folgenglieder.
Fur jedesm2 qiltja, a < % fur fast alle Folgenglieder.
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Konvergente Folgen

Im Hinblick auf Konvergenz ist es gleichgiiltig, was eine Falgfe
endlichen Abschnitten macht.

Wir kbnnen das letzte Beispiel aus der vorigen Folie noch
verscharfen. S€ixy,) eine positive Nullfolge, alsg, > 0 und
Xm ! 0: Ein Beispiel dafur isky, = % wie in der letzten Folie.
Dann:

Eine Folge(a,) konvergiert genau dann gegenwenn fir jedes
m2 qilt

jan & < Xm
fur fast alle Folgenglieder.

Wir mussen durch unsere De nition nur garantieren, dass die
Abstande der Folgenglieder zum Grenzwert beliebig klemewe
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10.3 Haufungspunkte von Folgen

Ein Punkta2 heiyt Haufungspunkider Folge, wenn fir alle
"> 0injedemB-(a)=(a ";a+ ") unendlich viele Folgenglieder
liegen.

Also: Konvergenz => fast alle Folgenglieder,
Haufungspunkt => unendlich viele Folgenglieder.

Beispiel Seia, =( 1)"+ i.

n

Wegenag, = 1+ 4 gilt jagn 1 5

Zu jedem" > 0 gibt es daher unendlich viele Folgenglieder, die in
B-(1) liegen. Damit ist 1 Haufungspunkt der Folge.

Genauso erhalt man map, 1= 1+ dass auch 1

Haufungspunkt der Folge ist.

1 .
2n 1’



10.3 Haufungspunkte von Folgen

Ein Punkta2 heiyt Haufungspunkider Folge, wenn fir alle

"> 0injedemB-(a)=(a ";a+ ") unendlich viele Folgenglieder

liegen.

Also: Konvergenz => fast alle Folgenglieder,
Haufungspunkt => unendlich viele Folgenglieder.

Beispiel Seia,=( 1)"+ i
Wegenag, = 1+ 4 gilt jagn 1 5

Zu jedem" > 0 gibt es daher unendlich viele Folgenglieder, die in
B-(1) liegen. Damit ist 1 Haufungspunkt der Folge.

Genauso erhalt man mig, 1= 1+ 515; dass auch 1
Haufungspunkt der Folge ist.

Einen Grenzwert besitzt die Folge nicht, weil wedeBirfl) noch
in B1( 1) alle bis auf endlich viele Folgenglieder liegen.
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Grenzwert und Haufungspunkt

Satz (a) Existiert der Grenzwert einer Folge, so ist er eindeutig
bestimmt.

(b) Eine konvergente Folge ist beschrankt und besitzt genawneine
Haufungspunkt, namlich den Grenzwert der Folge.

Beweis (a) Angenommen, fur eine Folgey,) gilt limy; = aund
limhyr a,= bmitaé b:

Fur 0<" = ja bj=2 sindB-(a) und B-(b) disjunkt und kénnen
demnach nicht beide alle bis auf endlich viele Folgenglieder
enthalten.

(b) Ist limy1 &, = & so wahlen wir in der De nition der
KonvergenZ' = 1. Damit genlgen alle bis auf endlich viele
Folgenglieder der Abschatzufanj < jaj + 1: Die Ubrigen
Folgenglieder bilden eine endliche Menge. Endliche Mesieh
immer beschrankt.
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Unabhangigkeit von endlichen Abschnitten

Die Begri e Grenzwert, Haufungspunkt und Beschranktheit gén
nicht von endlichen Abschnitten der Folge ab.

Lassen wir endlich viele Folgenglieder weg oder fiigen endét
Folgenglieder hinzu, so andert das nichts an ihrem Grerizaer
ihren Haufungspunkten oder an ihrer Beschranktheit.
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10.4 Vertraglichkeit mit den arithmetischen Operationen

Satz Seien(a,); (by) Folgen mit limy;  a, = aund

Dann sind auch die Folgefa, + bp); (an bp) und, fallsb,; b 6 0
auch(a,=b,) konvergent und es gilt

an+ by ! a+b; ab, ! ab ! a furn!1l

o
S
(og



Beweis
ap+ by! a+ b
Sei" > 0 vorgegeben. Nach De nition der Konvergenz gibt es
N1 2 mitja, a<" furallen Ng;
N22 mitjb, bj<" furallen Na:



Beweis

ap+ by! a+ b
Sei" > 0 vorgegeben. Nach De nition der Konvergenz gibt es

N1 2 mitja, a<" furallen Ng;
N22 mitjb, bj<" furallen Na:

Furn maxX Ni; N2g sind dann beide Ungleichungen erfillt. Fir
diesen folgt aus der Dreiecksungleichung

jant by (atb)j j an @+ jby bj<2m



Beweis
ap+ by! a+ b
Sei" > 0 vorgegeben. Nach De nition der Konvergenz gibt es
N1 2 mitja, a<" furallen Ng;
N22 mitjb, bj<" furallen Na:

Furn maxX Ni; N2g sind dann beide Ungleichungen erfillt. Fir
diesen folgt aus der Dreiecksungleichung

jant by (atb)j j an @+ jby bj<2m

Damit liegen in jeder Umgebur@,-(a+ b) alle bis auf endlich
viele Folgenglieder, also lim (a, + by) = a+ b:



Beweis

ap by,! a b:

Da eine konvergente Folge beschrankt ist, gifj M: Aus der
Dreiecksungleichung folgt fim  max N1; N2g

janbn  abyj



Beweis
ap by,! a b:

Da eine konvergente Folge beschrankt ist, gifj M: Aus der
Dreiecksungleichung folgt fim  max N1; N2g

janbn abj = janbn  aby + ab, aby
j aby abnj+ jab, abj
Mjan &+ jajbn  bj < (M + jaj)";

was limy;  anb, = ab impliziert.
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Beweis

. 1 1
Fur die Konvergenz des Quotienten genUgtges! 5

n
nachzuweisen. Die Aussage folgt dann aus der Konvergenz des
Produkts.

Zu" = jbj=2 gibt es einN3 mit
jbnj=jb b+ bnj jbj j b bnj>jbj j bj=2= jbj=2
fir allen  Na:
Furn  max Ni; N2; N3g gilt
1 1 b by 2

B b Bb o™

bj;

= o

also lim 1_ 1L
i b, b
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Beispiel

Far
_2nd+2n?+n_ 2+ 2+ %
o+l 1+ L
wenden wir den letzten Satz auf die Einzelteile in Zahler und
Nenner an:
1 N
X ' 0 ) Zahler! 2; Nenner! 1:

Insgesamt dahea, ! 2.

Bei einer rationalen Funktion in entscheiden nur die fiihrenden
Potenzen in Zahler und Nenner Gber das Konvergenzverhalten.



Bernoulli-Ungleichung

Satz Fur jede reelle Zahh 1 und fir jedesn 2 ¢ gilt

(Bn) (1+a" 1+ na
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Beweis
n=0:(1+ a)°= 1istok.
Furn 0 gilt unter Verwendung der Induktionsvoraussetz(ig)
(1+a™t=(1+a"(1+ a)
(1+ na)(1+ a)= 1+ na+ a+ na

1+(n+ Da
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10.5 Grenzwerte wichtiger Folgen
Fir die geometrische Folgg = q" firq2  gilt

n

g"! 0 fallsjgj< 1; jqj" ist unbeschrankt fuggj > 1:

Ist ndmlichjgj = 1+ x mit x > 0; so folgt aus der
Bernoulli-Ungleichung

jq" 1+ nx
Ist dagegerjgj < 1; sojgj = 1+ x und wie zuvor
n l |
1+ nx '

jai " 1+nx ) joq
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Die Geometrische Folge erschlagt (fast) alles

Man kann das letzte Beispiel noch verschéarfen. Es gilt fir bigles
m 2

nI'ilm nmq" = 0 fallsjgj < 1:
Anschaulich bedeutet dies, dag% schneller gegen Null
konvergiert al;m™ gegen unendlich geht.

Der Beweis ist mit unseren bisherigen Mitteln nur sehr autiigen
zu erbringen und wird noch zuriickgestellit.
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Es gilt b
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Fir den Beweis sei zunachst 1. Dann istby, =
aus der Bernoulli-Ungleichung folgt

a=(1+by)" 1+ nby:

R

a
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Fir den Beweis sei zunachst 1. Dann istby, = Qé

aus der Bernoulli-Ungleichung folgt
a=(1+by)" 1+ nby:

Damit

1 Ound
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fur jede reelle Zahla> 0:

R

Fur den Beweis sei zunachst 1. Dannistb,= "a 1 O und

aus der Bernoulli-Ungleichung folgt
a=(1+by)" 1+ nby:

Damit

a 1 |0 . R

n n!l
. R—

Fur 0< a< 1 gilt limy; al=1und wegen[% .

bn

~—

R—
a

I
A
1
=

lim
n'l
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Es gilt limyp Rﬁ =1

Analog zum vorigen Fall setzen vy =
binomischen Formel folgt fim 2

n=(1+b,)" 1+

2
alsob? ﬁ! Oundb,! O

Aufgrund vonayb, ! ab gilt fur m 2

R
n

lim = |im
n'l

Ra

n
2

1 0O: Mit der
b2;
Rrz1
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10.6 Konvergenz monotoner Folgen

Wir bezeichnen ein Folg@,) als monoton wachsend (fallend)
wenn

an an+1 bzw. an, an+1 fir allen:

Eine Folge heiystreng monoton wachsenader fallend wenn flr
allen die strikte Ungleichung erfullt ist.

Konvergiert eine monoton wachsende Folgg) gegena; so
schreiben wia, % a, konvergiert sie monoton fallend, s & a
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Satz Uber monotone Konvergenz

Satz Eine beschrankte, monoton wachsende oder fallende Folge ist
konvergent.

Beweis Sei(a,) monoton wachsend und beschrénkt. Dann ist die
zugehdrige Menge
Ma = fai;ap;as;:::0
nach oben beschrankt und besitzt ein Supremam
Esgilta, a

Zu jedem" > O gibteseilN2 mitay+ " @& denn andernfalls
warea " ebenfalls eine obere Schranke.

Da die Folge monoton wachsend ist, gilt 0Oa a, " fur alle
n Nundsomitlimi a,= &



Beispiel

Betrachte
_ P A
1= 6+t ay; a=0



Beispiel
Betrachte p
a+1= 6+ ay; a=0:

Durch Induktion tGbemn zeigen wir, dass die Folge streng monoton
wachsend ist. Der Induktionsanfarg > ag ist richtig.



Beispiel
Betrachte p
a+1= 6+ ay; a=0:

Durch Induktion tGbemn zeigen wir, dass die Folge streng monoton
wachsend ist. Der Induktionsanfarg > ag ist richtig.

Ista, > a, 1; SO

p p
ah+1= 6+an> 6+ a, 1= an:



Beispiel
Betrachte p
a+1= 6+ ay; a=0:

Durch Induktion tGbemn zeigen wir, dass die Folge streng monoton
wachsend ist. Der Induktionsanfarg > ag ist richtig.

Ista, > a, 1; SO

p p
ah+1= 6+an> 6+ a, 1= an:

Die Folge ist durch 3 nach oben beschrankt ist: Bgrist das
richtig.



Beispiel
Betrachte p
a+1= 6+ ay; a=0:

Durch Induktion tGbemn zeigen wir, dass die Folge streng monoton
wachsend ist. Der Induktionsanfarg > ag ist richtig.

Ista, > a, 1; SO

p p
ah+1= 6+an> 6+ a, 1= an:

Die Folge ist durch 3 nach oben beschrankt ist: Bgrist das
richtig.

Gilta, < 3, so

An+1 = IO6+an< IO6+ 3=3:



Beispiel
Betrachte p
a+1= 6+ ay; a=0:

Durch Induktion tGbemn zeigen wir, dass die Folge streng monoton
wachsend ist. Der Induktionsanfarg > ag ist richtig.

Ista, > a, 1; SO

p p
ah+1= 6+an> 6+ a, 1= an:

Die Folge ist durch 3 nach oben beschrankt ist: Bgrist das
richtig.

Gilta, < 3, so

An+1 = IO6+an< IO6+ 3=3:

Dahera, % a
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10.7 Teilfolgen und der Satz von Bolzano-Weierstray
Sei(an)n2 eine Folge. Fir eine streng monoton wachsende Folge
(n)k2  natdrlicher Zahlen heiy(a,, )x2  Teilfolgevon (a,)n2

Eine Teilfolge besteht ebenfalls aus unendlich vielen Eleznembd
ist daher selber eine Folge.



Beispiel

0 — 1
Seian =( 1"+ -.
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Beispiel
Seia, =( 1"+ 1.
Mit n = 2k ista,, = 1+ i eine Teilfolge, die gegen 1 konvergiert.

Durch Auswahl einer Teilfolge kdnnen wir in diesem Beispigre
Haufungspunkt zum Grenzwert der Teilfolge machen. Dass dies
immer maoglich ist, zeigt der folgende Satz.
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Haufungspunkt => Teilfolge konvergent

Satz Sei(an)n2 eine Folge mit einem Haufungspunkt Dann
existiert eine Teilfolggan, )k2 von(an)nz mitlimgy  an, = &

Beweis Wir bestimmen die Folgenglieday, induktiv.

konstruiert.
Zu" = 1=(k + 1) liegen inBy=+ 1)(@) unendlich viele
Folgenglieder.

Aus diesen wahlen wir ein beliebiggs, , mit nc4 1 > ng aus. Dann
gilt ja,,, & < 1=(k + 1); woraus limg;; an, = a folgt.



Satz von Bolzano-Weierstray

Satz Jede beschréankte Folge besitzt einen Haufungspunkt.



Satz von Bolzano-Weierstray

Satz Jede beschréankte Folge besitzt einen Haufungspunkt.

Jede beschréankte Folge besitzt einen groyten und einendtl
Haufungspunkt.



Satz von Bolzano-Weierstray

Satz Jede beschréankte Folge besitzt einen Haufungspunkt.

Jede beschréankte Folge besitzt einen groyten und einendtl
Haufungspunkt.

Beweis Seia, 2 (c;d) fur allen: Sei

M=fx2 :a,> x fur hdchstens endlich vielsy:



Satz von Bolzano-Weierstray

Satz Jede beschréankte Folge besitzt einen Haufungspunkt.

Jede beschréankte Folge besitzt einen groyten und einendtl
Haufungspunkt.

Beweis Seia, 2 (c;d) fur allen: Sei
M=fx2 :a,> x fur hdchstens endlich vielsy:

M ist nichtleer, weild 2 M;
M ist nach unten beschrankt duratt
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Beweis des Satzes von Bolzano-Weierstray

Zeige:a = inf M ist Haufungspunkt und zwar der gréyte
Haufungspunkt.

Nach De nition des In mums ist fur beliebiges> 0:
a+"2Munda " 62M:

Es gibt daher hdchstens endlich viele Folgengliederamit a+ "
und es gibt unendlich viele Folgenglieder mjt> a "

Daher ista Haufungspunkt.

Angenommen, es gibt einen weiteren Haufungspunkt a: Dann
wahlt man einen Punkt zwischena und b. Da oberhalb von nur
endlich viele Folgenglieder liegen, kamkein Haufungspunkt sein.



10.8 Das Cauchy-Kriterium

Eine Folgg(a,) heiyt Cauchy-Folgewenn es zu jederfi> 0 ein
N 2 gibt mit

jam anj<" furallem;n N:



10.8 Das Cauchy-Kriterium

Eine Folgg(a,) heiyt Cauchy-Folgewenn es zu jederfi> 0 ein
N 2 gibt mit

jam anj<" furallem;n N:

Satz Ein Folge ist genau dann konvergent, wenn sie eine
Cauchy-Folge ist.



10.8 Das Cauchy-Kriterium

Eine Folgg(a,) heiyt Cauchy-Folgewenn es zu jederfi> 0 ein
N 2 gibt mit

jam anj<" furallem;n N:

Satz Ein Folge ist genau dann konvergent, wenn sie eine
Cauchy-Folge ist.

Der Begri der Cauchy-Folge ist oft nutzlich, weil in der De it
der Cauchy-Folge der Grenzwert nicht vorkommit.
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Seia,! a Zu"> 0seiN2 mitja, a <" furallen N.



Beweis des Satzes

Seia,! a Zu"> 0seiN2 mitja, a <" furallen N.
Firm;n N folgt dann aus der Dreieckungleichung

jam @j=jam at+a a) j an a+ja, a< 2"



Umgekehrte Richtung

Sei(an) eine Cauchy-Folge. Wahle in der De nition der
Cauchy-Folge = 1 und erhalte fir allen N

jan] | an  anjtjanj < 1+ janj:



Umgekehrte Richtung

Sei(an) eine Cauchy-Folge. Wahle in der De nition der
Cauchy-Folge = 1 und erhalte fir allen N

jan] | an  anjtjanj < 1+ janj:
Die Cauchy-Folge ist damit beschréankt,

janj  maxjaj;:iiijan 1j; 1+ janjo:



Umgekehrte Richtung

Nach dem Satz von Bolzano-Weierstray hat die Folge daher eine
konvergente Teilfolga, ! afirk!1
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Umgekehrte Richtung

Nach dem Satz von Bolzano-Weierstray hat die Folge daher eine
konvergente Teilfolga, ! afirk!1

Zeigea, ! a. Sei" > 0 vorgegeben.
EsgibtN2 mitjan ayj<" furallem;n N.
Wegen der Konvergenz der Teilfolge gibt esmin N mit
ja anj<™
Aus der Dreicksungleichung folgt dann fur ale N

jan @ jan apjtija,, a<2

und damit die Konvergenz der gesamten Folge gemen



10.9 Limes superior, Limes inferior und bestimmte Divermgen

Wir bezeichnen den gréyten Haufungspumkteiner beschrankten
Folge(a,) alsLimes superiound den kleinsten Haufungspunét
alsLimes inferiorder Folge und schreiben

a = limsupa,; a = liminfa,:
n'1 nll



Bestimmte Divergenz

Eine Folge(a,) divergiert bestimmt gegen unendlicBchreibweise
limm a,= 1 ; wenn:

ZujedemM 2 gibteseinN2 mita, M firallen N:
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Bestimmte Divergenz

Eine Folge(a,) divergiert bestimmt gegen unendlicBchreibweise
limm a,= 1 ; wenn:

ZujedemM 2 gibteseinN2 mita, M firallen N:

Die bestimmte Divergenz gegeh ist analog de niert.

Beispielsweise gilt lipy, n= 1 ; aberb, = ( 1)"n divergiert
nicht bestimmt.



Uneigentliche Haufungspunkte

(an) besitzt denuneigentlichen Haufungspunlt , wenn eine
Teilfolge von(a,) bestimmt gegerll divergiert.



Uneigentliche Haufungspunkte

(an) besitzt denuneigentlichen Haufungspunlt , wenn eine
Teilfolge von(a,) bestimmt gegerll divergiert.

Dies ist aquivalent zur Bedingung: Zu jedévh2  gibt es ein
n2Nmita, M:

Schreibe dann auch limsap= 1 :
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10.10 De nition und Beispiele von Reihen

P
Welchen Wert hat eine Reihe |_, a,?
Ein typisches Beispiel ist die unendliche Reihell+ 1 1+ :::.

Der Theologe Giordano Bruno hat sie als Modell fir die
Erscha ung der Welt aus dem Nichts angesehen:

1 HD+(1 1)+ :::=0; aber1 (1 1) (1 1) :::=1L

Bruno ist spater als Ketzer verbrannt worden, aber nicht désha
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Wir ordnen der Reihe diEolge der Partialsummenu
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Konvergenz von Reihen

Wir ordnen der Reihe diEolge der Partialsummenu

Konvergiert die Folg€s,)n2 gegens, so nen.q,en wir die Reihe
konvergentmit Grenzwerts und schreibers = - _; an:

Ansonsten ist die Reih@ivergent Im obigen Beispiel ist
(s1) =(1;0;1,0;:::) und die Reihe ist nicht konvergent.

Blverglert(sn) bestimmt gegen unendlich, so schreiben wir
n=1an = 1:
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(=S, 2= S, B=W ;o



Reihe und Folge sind &quivalent

Ordne der Folg€s,) eine Reihe zu
A=, =L S, B=EY K, .o

P
Die Folge der Partialsummen der Reihea, ist also gerad€s,):



Reihe und Folge sind &quivalent
Ordne der Folg€s,) eine Reihe zu
Q=S = S; B=S S il
P
Die Folge der Partialsummen der Reihea, ist also gerad€s,):
Die Begrie Reihe und Folge sind damit vollsténdig aquieat.



Reihe und Folge sind &quivalent
Ordne der Folg€s,) eine Reihe zu
Q=S = S; B=S S il
P
Die Folge der Partialsummen der Reihea, ist also gerad€s,):

Die Begrie Reihe und Folge sind damit vollsténdig aquieat.
Z.B. ist die Summe zweier konvergenter Reihen wieder konvergent
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Geometrische Reihe

Die geometrische Reihist

n=0

Fur deren Partialsumme(s,)n2 , gilt nach der geometrischen
Summenformel

xn 1 qn+1
S = Q—ﬁ, qé 1L



Geometrische Reihe

Die geometrische Reihist

n=0

Fur deren Partialsumme(s,)n2 , gilt nach der geometrischen

Summenformel
xXn 1 n+1
_ K — 1 .
= = 1 6 1
S k:Oq 1 q° q
Daher ist (
R 0" = ﬁ fur jgj < 1

n=0 1 firq 1



Harmonische Reihe
Die harmonische Reihist
R g

n
=1

1 1 1 1 1
—+ = —+ =+ )+
3 4

1
1+ 5+( 677" 8

)+ (g +

n



Harmonische Reihe

Die harmonische Reihist
xq

n
=1

1 1 1 1 1
—+ = —+ =+ )+
3 4

1
1+ 5+( 677" 8

1
+( =+
)+ (5
n
1 1 1
+-+2 —+4 -+
1 2 4 8



Harmonische Reihe

Die harmonische Reihist

h 3
. 2 '3 4 '5 6 7 8
n=1
1 1 1
+ -+ -+ 4 —+:::
1 2 24 8

Damit gilt fir die Folge der Partialsummen lgm s, = 1 und die
Reihe divergiert bestimmt.



a, Nullfolge

Notwendig fur die Konvergenz einer Reihe ist, dass(di¢ eine
Nullfolge bilden, denn die Partialsummen kénnen héchstems da
konvergieren, wenjs, S+1j! O



a, Nullfolge

Notwendig fir die Konvergenz einer Reihe ist, dass(di¢ eine
Nullfolge bilden, denn die Partialsummen kénnen héchstems da
konvergieren, wenjs, S+1j! O

Aber: Die harmonische Reihe konvergiert trotzdem nicht.



10.11 Alternierende Reihen
Satz (Leibniz-Kriterium] Sind die Reihenglieder von der Form

an=( 1)"b, und (by) ist eine streng monoton fallende Nullfolge,

P
so ist die Reihe %_, a, konvergent.



10.11 Alternierende Reihen

Satz (Leibniz-Kriterium] Sind die Reihenglieder von der Form

an=( 1)"b, und (by) ist eine streng monoton fallende Nullfolge,

P
so ist die Reihe >_, a, konvergent.

Fir den Reihenrest gilt

b3
n = ah= a+1 MtoO< < 1L

n=I1+1
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Die Reihe beginne bei= 0. Dann istag = by > 0.
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Beweis

Die Reihe beginne bei= 0. Dann istag = by > 0.
Wir erhalten fir die ungeraden Partialsummen

Sn+1=(bp b))+ (b2 b3)+ iii+(ban  bons1):

(son+1) ist monoton wachsend.
Entsprechend sind die geraden Partialsummen

Sn=Dby (br b2) i (bon 1 bon)

monoton fallend.

Wegenagn+ 1 < 0 gilt
0< Sn+1 < $n < bp:

Die monotonen und beschrankten Folgésn+ 1) und () haben
einen Grenzwert.



Beweis
0< sn+1< n < bo;  jsone1  Snj! O
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Beweis
0< sn+1< 0 < bo; jSn+1 Snj! O

Die monotonen und beschrankten Folgesn,+ 1) und (s;n) haben
den gleichen Grenzwert.

Damit ist dieser Grenzwed auch Grenzwert der Reihe. Es gilt

O0<s<bp=a ) s= g firO< < 1L



Beweis
0< sn+1< 0 < bo; jSn+1 Snj! O

Die monotonen und beschrankten Folgesn,+ 1) und (s;n) haben
den gleichen Grenzwert.

Damit ist dieser Grenzwed auch Grenzwert der Reihe. Es gilt
O0<s<bp=a ) s= g firO< < 1L

Die gleiche Uberlegung konnen wir fiir den Reihenrest machan, d
ja wiederum eine alternierende Reihe ist. Damit ist auch die
Fehlerabschéatzung bewiesen.



Bemerkung

Der Satz ist nicht richtig, wenrfb,) eine nichtnegative Nullfolge
ist, die Monotonie ist wesentlich.
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Beispiel
Leibniz hat bewiesen, dass

1 1 1 1

—=1 — 4+ = — 4+ =

4 3 5 7 9
Das kdnnen wir im Moment nicht nachvollziehen, aber wir kdnne
das Ergebnis mit Hilfe der Fehlerabschatzung fir den Reihenrest

Uberprufen.

In der ersten Zeile fihren wir die Partialsummgnauf und in der
zweiten die vom Satz garantierte Abschatzung fur den Reih&énres
alsojan+ 1j; der exakte Wert ist; = 0:785:::

s |1.00 0666 0.866 0.723 0.834 0.734
i'j | 0.333 0200 0.143 0.111 0.100 0.083

Zur Berechnung einer Milliarder Stellen vonist dieses Verfahren
0 enbar nicht geeignet.
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o n+1
(omr_ 1,11
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konvergent, aber sie ist nicht robust gegen eine veranderte

Auswertung.

Wir kbnnen versuchen, zunachst die Teilreihe der positivésd&in
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O |
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=1+ —+(=+ )+ (=+ =+ =+ )+
3 5 7 9 11 13 15




10.12 Absolute Konvergenz von Reihen und Cauchy-Kriterium

Nach dem Leibniz-Kriterium ist die alternierende harmonesBeihe

his n+1
(oo, 1,11,
n 2 3 4

n=1

konvergent, aber sie ist nicht robust gegen eine veranderte
Auswertung.

Wir kbnnen versuchen, zunachst die Teilreihe der positivésd&in
auszurechnen und darauf die Reihe mit den negativen Gliedern
aufzuaddieren.

Es gilt aber
R
n:12n 1 3 '5 7 9 11 13 15

1 1
1+ +2 _+4 —+
3 8 16

und die Teilreihe ist divergent.
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Absolute Konvergenz von Reihen

P
Wir ngnnen eine Reihe »- 1 @ absolut konvergentwenn die

Reihe >, janj konvergent ist.

P
Zum Beispiel ist die geometrische Reihézlq” absolut
konvergent fur allgqgj < 1:
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Cauchy-Kriterium fur Reihen

Die Folge der Partialsummen einer Reihe ist genau dann
konvergent, wenn sie eine Cauchy-Folge ist.

Angewendet auf Reihen sieht das folgendermayen aus: Zu jedem
"> 0gibteseinN2 ,sodassfirallm m N gilt

X
ak < Il:
k=m
Man nennt diese Bedingun@auchy-Kriterium fur Reihen

Eine absolut konvergente Reihe ist konvergent,

X X
a Ja)
k=m k=m
Die Abschatzung
3 x o
an Jan]:
n=1 n=1

folgt aus der analogen Abschatzung fir die Partialsummen.



Umordnung von Reihen

Eine absolut konvergente Reihe kann man beliebig umordnsa, al
die Reihe in beliebiger Reihenfolge auswerten, ohne den Grgnzw
zu verandern.
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konvergent, so ist *_, a, absolut konvergent.
(b) Quotientenkriterium Seia, 6 0: Existiert eine Zahf mit
0<g< 1lund

an+ 1

g< 1 furfastallen;

P
so ist die Reihe %_, a, absolut konvergent.

Ist dagegen

&+l 1 fiir fast allen:

so ist die Reihe divergent.
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10.13 Kriterien fir die absolute Konvergenz von Reihen

(c) Wurzelkriterium Existiert eine Zahgg mit 0 < g < 1 und

eﬁ g< 1 furfastallen;

P
so ist die Reihe %_, a, absolut konvergent.

Ist dagegen L
"japj 1 fur unendlich viele;

so ist die Reihe divergent.
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Beweis (a)

P .
Majorantenkrlterlum Istjanj cn mit -, Gy konvergent, so ist
=1 @ absolut konvergent.

Es ist klar, dass die Folge der Pﬁrtlalsummen der Reltieljanj
beschrankt bleibt, wenn die Reihe®_, c, konvergiert.
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Beweis (b)

Quotientenkriterium Seia, 6 0: Existiert eine Zahhj mit
0<g< lund

an+ 1

g< 1 firfastallen;

P
so ist die Reihe >_, a, absolut konvergent.

Da das Weglassen von endlich vielen Gliedern nichts am
Konvergenzverhalten einer Reihe andert, kbnnen wir annehmen,
dass die Bedingung fir alle2 ¢ erflllt ist.

janr1  dian ) | an  Qq"jeoi:
Damit ist ¢, = q"jagj wegen O< q < 1 eine konvergente Majorante
der Reihe.



Beweis (b)

Ist dagegen
an+1

an
so ist die Reihe divergent.

1 fir fast allen;




Beweis (b)

Ist dagegen
an+1

an
so ist die Reihe divergent.

1 fir fast allen;

Istjan+1] | anj; so folgt entsprechengh,j | 8'5] fur alle n. Damit
ist die Folge(a,) keine Nullfolge und die Reihe ﬁzlan ist nicht
konvergent.



Beweis (c)
Wurzelkriterium Existiert eine Zah mit 0 < g < 1 und

eﬁ g< 1 furfastallen;

P
so ist die Reihe ﬁ:lan absolut konvergent. Ist dagegen

n

ja,j 1 fur unendlich viele;

so ist die Reihe divergent.



Beweis (c)

Wurzelkriterium Existiert eine Zah mit 0 < g < 1 und

eﬁ g< 1 furfastallen;

P
so ist die Reihe ﬁ:lan absolut konvergent. Ist dagegen

n

ja,j 1 fur unendlich viele;
so ist die Reihe divergent.

Fir fast alle Folgenglieder gija,j q"; die Behauptung folgt
wieder aus der Konvergenz der geometrischen Reihe. Aus der
zweiten Bedingung folgta,j 1 fur unendlich viele. Damit ist
(an) keine Nullfolge.
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Gl o g Mjaj< 1 fir allen;

an
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Vorsicht!

P
Fir die harmonische Reihe ;- | 1 gilt

p.—

Gl o g Mjaj< 1 fir allen;

an

aber die harmonische Reihe ist divergent.

Sowohl im Quotienten- als auch im Wurzelkriterium ist es
wesentlich, dass dag< 1 unabhangig vom gewahlt werden kann.
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Beispiel (i)
r_,nMg" ist absolut konvergent fim 2 ¢ undjgj < 1:
Nach einem alten Beispiel giﬁnim! 1firn!1 und

n

nmjqj" = Qniquj (1+ ™)q furallen N("):
Wir wahlen hier" so klein, das¢l+ ")jgj < 1 und haben damit
das Wurzelkriterium erfullt.

Da die Glieder einer konvergenten Reihe eine Nullfolge bilden,
haben wir auch ligm; n™g" = 0 gezeigt.



Beispiel (ii)
Ein typische;( Beiﬁpiel fur die Anwendung des Quotienteriuites

ist die Reihe %: Mit

ane1 _ g™t jqj
an (n+ Dtjgi"  n+1

haben wir das Quotientenkriterium fur altg2  erflillt.



Beispiel (iii)
Die Reihe
X g
n?
n=1
ist konvergent, aber sowohl das Wurzel- als auch das
Quotientenkriterium versagen.



Beispiel (iii)
Die Reihe
X g
n?
n=1
ist konvergent, aber sowohl das Wurzel- als auch das
Quotientenkriterium versagen.

Beide Kriterien beruhen ja auf einer Majorisierung durch die
geometrische Reihe, was ein ziemlich grober Klotz ist.



DHa
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